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Exercice 1 [ 02357 ] [Correction]

Soit F un ensemble de cardinal n, R une relation d’équivalence sur E ayant k
classes d’équivalence et G = {(z,y) € E? | #Ry} le graphe de R supposé¢ de
cardinal p. Prouver qu’on a n? < kp.

Exercice 2 [ 02359 | [Correction]
Soit A la somme des chiffres de 4444*4**, B celle de A et enfin C celle de B. Que
vaut C'?

Exercice 3 [ 02472 [Correction]

Montrer que
2 4 5\ 2 a1 5\
3 81V3 3 81V3

est un rationnel. On conseille d’effectuer les calculs par ordinateur.

Exercice 4 [ 02531 ] [Correction]

Montrer que
sin ) = 5 V5
5) 8

Exercice 5 [ 00319 ] [Correction]

(a) Soit
np 1
tn = kZ:l n+k

ol p € N* est fixé. Montrer que la suite (u,) converge. Sa limite sera notée ¢
(on ne demande pas ici de la calculer)

(b) Soit f: R, — C de classe C! et telle que f(0) = 0. Soit

np 1
=3 f< )
= \n+ k
Montrer que (v,,) converge. Exprimer sa limite en fonction de £.

(c) Calculer £ en utilisant f(z) = In(1 + z).

(d) Si f de R4 dans C est continue et vérifie f(0) = 0, montrer qu’il peut y avoir
divergence de la suite (v,,).

Exercice 6 [03184] [Correction]
Soient K un réel strictement supérieur & 1 et (g,,) une suite de réels positifs
convergeant vers 0. Soit (u,) une suite de réels de [0; 1] vérifiant

Up + En

La suite (u,) converge-t-elle vers 07

Exercice 7 [ 00246 ] [Correction]
La fonction ¢ — sin% sit> 0 et 0sit=0 est-elle continue par morceaux sur
[0;1]7

Exercice 8 [02444] [Correction]

Soit )
Todt
flz) = /x nt
(a) Calculer les limites de f en 07 et +o0, la limite en +oo de f(z)/z et montrer
que f(x) tend vers In2 quand z tend vers 1.

(b) Montrer que f est de classe C*> sur R’ mais qu’elle ne I’est pas sur R.

(c) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.

Exercice 9 [ 02436 ] [Correction]
Calculer
V3 2t
/ arcsin| —— | dt.
0 1+t

Exercice 10 [oooss | [Correction]
Soit f continue de R dans R telle que

V(z,y) € B2, f(z) - f(y) = /

Montrer que f est de classe C! et déterminer f.

Exercice 11 [oo1ss | [Correction]
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(a) Soit f € C([0;1],R). Etablir

/()Trtf(sint)dt = 7;/0” f(sint) dt.

(b) En déduire la valeur de
T x sin®" (z)
In = / 2" .2 dz
o sin“"(x) 4 cos?™(x)

Exercice 12 [oo0316 ] [Correction]

Montrer que ’équation 2™ + 22 — 1 = 0 admet une unique racine réelle strictement
positive pour n > 1. On la note x,,. Déterminer la limite ¢ de la suite (z,,) puis un
équivalent de x,, — /.

Exercice 13 [o0317 ] [Correction]
Pour tout entier n > 2, on considére ’équation (E,): 2™ = z + 1 dont I'inconnue
est x > 0.

(a) Montrer 'existence et I'unicité de x,, solution de (E,,).
(b) Montrer que (z,) tend vers 1.

(c) Montrer que (z,) admet un développement limité & tout ordre. Donner les
trois premiers termes de ce développement limité.

Exercice 14 [oo0318] [Correction]
Pour n > 2, on considére le polynome

P,=X"—nX +1.

(a) Montrer que P,, admet exactement une racine réelle entre 0 et 1, notée x,,.
(b) Déterminer la limite de z,, lorsque n — +oo.

(c) Donner un équivalent de (x,,) puis le deuxiéme terme du développement
asymptotique x,,.

Exercice 15 [00323] [Correction]
Développement asymptotique a trois termes de :

n

.k
un:E sin —.
n

k=1

Exercice 16 |[o2471 | [Correction]
Soit f(z) = (cosz)'/* et (C) le graphe de f.

(a) Montrer I’existence d’une suite (z,,) vérifiant :

(b) (x,) est croissante positive.
ii) la tangente a (C) en (z, f(z,)) passe par O.

(c) Déterminer un développement asymptotique & 2 termes de (x,,).

Exercice 17 [o23s58] [Correction]
Pour n € N*, on désigne par N le nombre de diviseurs positifs de n et par P leur
produit. Quelle relation existe-t-il entre n, N et P?

Exercice 18 [02369 | [Correction]
On suppose que n est un entier > 2 tel que 2™ — 1 est premier.
Montrer que n est nombre premier.

Exercice 19 [o2370] [Correction]

On note P ’ensemble des nombres premiers. Pour tout entier n > 0, on note v,(n)
Pexposant de p dans la décomposition de n en facteurs premiers. On note |z] la
partie entiére de z. On note 7(x) le nombre de nombres premiers au plus égaux a
x.

(a) Montrer

+0o0 n
vp(n!) = Z LDICJ .
k=1
(b) Montrer que (*") divise [eppcon? Llnlfz?)l
(c) Montrer que ( ") < (2n)73n).

(d) Montrer que = = O(n(z)) quand  — +oo

Exercice 20 [o03199 ] [Correction]
Soient A(1,0) et B(0,1). Les points Mo(zo,yo) et M1(z1,y1) sont donnés.
On construit le point Py par les conditions :
— les droites (PyMy) et (Ox) sont paralléles;
— By e (AB)
On construit le point @y par les conditions :
— les droites (PyQo) et (M;B) sont paralléles;
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— Q() S (AMl)
Soit le point Ms(z2,y2) tel que le quadrilatére (MoPyQoMs) soit un
parallélogramme.

On pose
M2 = MO * Ml-

T2\ _ (To+ T1Yo
Yo Yoy1 '

(b) Démontrer que la loi * est associative, admet un élément neutre et que, si
yo # 0, le point My admet un inverse.

(a) Démontrer

(c) On définit une suite de points (M, )nen par la donnée de My, de M; et de la
relation de récurrence valable pour tout entier n > 2

My, = M, 1 % My, .

Déterminer y,, en fonction de yg et de .

Exercice 21 [o02361 ] [Correction]
Soit P € Z[X] et a,b deux entiers relatifs avec b > 0 et v/b irrationnel.

(a) Exemple : montrer que /6 est irrationnel.

(b) Quelle est la forme de (a + v/b)"?

(c) Montrer que si a + v/b est racine de P alors a — v/b aussi.
)

(d) On suppose que a + Vb est racine double de P. Montrer que P = RQ? avec R
et @ dans Z[X].

Exercice 22 [00399 ] [Correction]
Soit P € R[X]. Montrer qu’il y a équivalence entre :

(i) Ve e R, P(z) > 0;
(i) 3(A, B) e R[X]*, P = A2 + B2.

Exercice 23 [02375] [Correction]
Trouver les P € C[X] vérifiant

P(X?) = P(X)P(X +1).

Exercice 24 [o03269 | [Correction]

On pose
1

cosx

fx) =

Démontrer lexistence d’un polynome P,, de degré n et a coefficients positifs ou

nul vérifiant
P, (sinx)

vn > 1, f™ () = cosa) T

Préciser Py, P», Ps et calculer P,(1).

Exercice 25 [o02373] [Correction]
Soit P = X3 + aX? 4+ bX + ¢ un polynéme complexe de racines o, 3, y. Calculer

a B Y
B+y y+a a+f8

Exercice 26 |[o2371 | [Correction]
(a) Soit n € N. Exprimer sin((2n + 1)) en fonction de sina et cosa.

(b) En déduire que les racines du polynome :

P(X) = i(—l)p @Z I i) Xnop

p=0

sont de la forme xj, = cot? ;. Déterminer les Sy

Exercice 27 [o3s12 ] [Correction]

(a) Déterminer trois éléments a, b, ¢ de C, non tous réels, tels que a + b + ¢,
a’? + b2 + c? et a® + b3 + ¢ soient trois réels.

(b) Montrer que, si a, b, ¢ sont trois éléments de C de modules différents et si

a+b+ceR, a®>+b2+c2 eRet a®+13+ 2 € R, alors a,b et ¢ sont trois réels.
Enoncé fourni par le concours CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA

Exercice 28 [00539 ] [Correction]
Soit F' € C(X) telle que, pour tout n € N non pole de F, F(n) € Q.
Montrer que F € Q(X).
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Exercice 29 [o02372] [Correction]

Soit P € R,[X] scindé & racines simples (21, ..., z,). Montrer

/!

—~ P"(x1)
; P/(.Z‘k) =0

Exercice 30 [oo01s81] [Correction]
Soient K un sous-corps de C, E' un K-espace vectoriel de dimension finie, F; et Fy
deux sous-espaces vectoriels de FE.

(a) On suppose dim F} = dim Fy. Montrer qu’il existe G sous-espace vectoriel de
Etelque i G=Fd®G=E.

(b) On suppose que dim F; < dim F». Montrer qu’il existe G et G5 sous-espaces
vectoriels de E tels que F1 @ G; = F5 ® Go = E et Gy C Gy.

Exercice 31 [o4162 ] [Correction]

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n > 2. Pour a € F, on note F,
I’ensemble des endomorphismes f de E tels que, pour tout x € E, la famille
(ac, fa), a) est liée.

(a) Déterminer F, lorsque a = 0 puis lorsque n = 2.
(b) Montrer que Fy est un espace vectoriel pour tout a € F.
(

¢) Soit H un espace vectoriel de dimension finje. Caractériser les
endomorphismes v de H tels que pour tout i € H, la famille (h,v(h)) soit
liée.

(d) Déterminer la dimension de Fy,.

Exercice 32 [02379] [Correction]
Soit f € L(R) tel que rg f2 = 3. Quels sont les rangs possibles pour f?

Exercice 33 |[o4163 ] [Correction]
Soit F et F' deux R-espaces vectoriels de dimension finie, n = dim F,p = dim F.
Soit f € L(E, F). On note

H={g€L(F,E),fogof=0}.
(a) Si f est bijectif, montrer H = {0}.

2

(b) Montrer que dim H = np — r* avec r = rg f.

¢) On suppose que F = F et on définit ’application ¢: g — f o go f. Montrer
2

tro = (tr f)2.

Exercice 34 [o023s80] [Correction]
Quels sont les f € L(R™) telles que f(Z™) =7Z"7

Exercice 35 [o03164] [Correction]

Soit T' € M,,(R) une matrice triangulaire supérieure.

Montrer que T' commute avec sa transposée si, et seulement si, la matrice T est
diagonale.

Exercice 36 |[oor3o0] [Correction]
Soit M une matrice carrée de taille n a coeflicients dans K sous-corps de C.
Montrer que si tr M = 0, il existe deux matrices A et B telles que

M = AB — BA.

Exercice 37 [o23s88] [Correction]
Soient K =R ou C et H une partie non vide et finie de GL, (K) stable par
multiplication.

(a) Soit M € H. Montrer que k € N* — M* € H n’est pas injective.
En déduire que H est un sous-groupe de GL, (K).
Soient

1
g=|Hlet P=—-Y" M.
1 Nren
(b) Montrer, si M € H, que MP = PM = P. En déduire P?> = P.

(c) Trouver un supplémentaire, dans M, 1(K), stable par tous les éléments de H,
de

() Ker(M —1,).
MeH

(d) Montrer que
Z tr M € gN.

MeH

Que dire si cette somme est nulle ?
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Exercice 42 [oo0198 ] [Correction]

Exercice 38 [o3071] [Correction]
Soient B € M, (R) et

Soit f un endomorphisme du R-espace vectoriel C.
(a) Montrer qu’il existe d’uniques complexes a, b tels que A= <I§ f) € Moy (R).

¥z €C, f(z) = az + bz (a) A quelle condition la matrice A est-elle inversible ?

(b) Exprimer en fonction de a et b le déterminant de f. (b) Donner son inverse quand cela est possible.

Exercice 43 [ 02396 | [Correction]

Exercice 39 [o23s87] [Correction]
Soit (E, (-, -)) un espace euclidien non nul et u € L(FE) tel que tr(u) = 0.

(a) Soient A, B € M, (R). Montrer que )
(a) Montrer qu'’il existe z € E \ {0} tel que (u(x),z) = 0.
det < A B) >0 (b) Montrer qu'’il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u
-B A)~ est & diagonale nulle.

(b) Soient A, B € M, (R) telles que AB = BA. Montrer que det(A? + B?) > 0.

(¢) Trouver un contre-exemple & b) si A et B ne commutent pas. Exercice 44 [o4160 | [Correction]

Un fumeur a un paquet de N cigarettes dans chacune de ses deux poches. Chaque

(d) Soient A, B,C, D € M,(R) telles que AC = C A. Montrer que ' - ¢ - ¢
fois qu’il veut fumer, il choisit une poche au hasard pour prendre une cigarette. Il
A B répéte cela jusqu’a ce qu’il tombe sur un paquet vide. Soit X la variable aléatoire

det Cc D]~ det(AD — CB). qui donne le nombre de cigarettes restant dans 'autre paquet & ce moment-la.

(a) Ecrire une fonction Python qui simule I'expérience et retourne X . Faire la
moyenne pour 1000 tests.

}CE]xlerTice 40 [ 02385 ] [Correction] (b) Proposer un espace probabilisé (2, 7, P) qui modélise I’expérience.
aene 1 ay - a7t gt gy (c) Exprimer la loi de Xy.
b 1 ag - ai™' abt o @ (d) Montrer que, pour k € [1; N]
k= i
; 2N —k—1)P(Xy =k +1) = 2(N — k)P(Xx = k).
P

(e) Calculer I’espérance de X puis donner un équivalent de E(Xy).

Exercice 41 [o02386] [Correction]
Soit )\1, ey An € C distincts et P(X) = H?:l (X — )\1) Calculer : Exercice 45 [ 01083 ] [Correction]
Px)  PX) P Soient a,b € R. Déterminer la nature de la série
T T 3" (tn(n) + aln(n + 1) + bla(n + 2))
1 1 1 n(n)+aln(n+1) +bln(n + .
A(X) = . . : . n>1

n—2 n—2 —2 .
Al Ay AR Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.
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Exercice 46 [ 02429 [Correction]
On fixe z € R%.. Pour n € N*, on pose

n! = T
n=— [In(1+=).
w= g 1m(1+5)

(a) Etudier la suite de terme général In(u, 1) — In(uy,).
En déduire que la suite (uy)n>1 converge et préciser sa limite.

(b) Etablir I'existence de a € R tel que la série de terme général :

In(unt1) = In(un) - aln (1 " 71l>

converge.
(c) Etablir I'existence de A € R* tel que u,, ~ An®.

(d) Etudier la convergence de la série de terme général u,,.

Exercice 47 [02431] [Correction]
Soit a > 0, b > 0 et pour n € N*,

n

1 n
A, == bk), B, = bk)/™,
nZ(aJr )s H (a + bk)

k=1 k=1

Trouver lim,, 4 % en fonction de e.
n
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Exercice 1 : [énoncé]

Notons ny,...,ny les cardinaux respectifs des k classes d’équivalence de R. D’une

part n =nj + --- + ng, d’autre part p=n? 4+ --- + ni Par l'inégalité de
Cauchy-Schwarz : (ng + -+ ng)? < k(n? +--- +nj).

Exercice 2 : [énoncé]

Posons z = 4444444 4444 = 7 (9], 7 = 1 [9] donc 4444%444 =7 [9].

x < 10°%444 donc A < 9 x 5 x 4444 = 199980, B < 9 x 5 + 1 = 46 puis
C<4+49=13.

OrC=B=A=xz1[9donc C =7

Exercice 3 : [énoncé]

On définit le nombre x étudié

x:=(2/3+41/81%sqrt (5/3)) " (1/3)+(2/3-41/81%sqrt(5/3)) ~(1/3);
Attention & définir les racines cubiques par des exposants 1/3 avec parenthéses.
On peut commencer par estimer la valeur cherchée

evalf(x);

Nous allons chercher & éliminer les racines cubiques. Pour cela on calcule 3
expand (x~3) ;

Dans 'expression obtenue, on peut faire apparaitre x par factorisation du terme

1/3 1/3
2 41 2 41
<3+243\/B> <3—243 15) :

Simplifions ce terme
simplify((2/3+41/243%sqrt (15)) ~(1/3)*
(2/3-41/243%sqrt(15)) " (1/3) , assume=positive);
On obtient

8i1 (486 + 123v/15) "/ (486 — 123v/15) /°.

Développons selon (a — b)(a + b) = a? — b?
(486°2-123"2%15)"(1/3);

donne 9261. Enfin

ifactor(9261);

permet de conclure que

2 41 V39 41 /3 7
Z VI Z_ 1 - L
(3 t o3 ﬁ) (3 243 5>

Ainsi x est solution de I’équation

En factorisant le polynéme sous-jacent
factor(x~3-7/9%x-4/3);
on obtient

(3z — 4)(32* + 4o + 3) = 0.

Puisque 322 + 42 + 3 > 0, on peut conclure

x=4/3.

Exercice 4 : [énoncé]
Puisque la somme des racines 5-iéme de 1'unité est nulle, en considérant la partie
réelle, on obtient

2 4
1—|—2cos§+2(:os§:0.

Sachant cos2a = 2 cos? a — 1, on obtient que cos(27/5) est solution positive de
I'équation
4 +2r —1=0

et donc
o VB5-1
cos — = .
5 4
Or cos2a =1 — 2sin? a donc
| ogn? T Vil

puis

et enfin la formule proposée puisque sin(7/5) > 0.

Exercice 5 : [énoncé]
(a) La suite (u,) est croissante car

1 1 1

+ 4 — >
n(p+1)+1 (n+1)(p+1) n+17~

Up+1 — Up =

et u, < n"—fl < p donc (u,) converge vers une limite /.
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(b) Commengons par le cas ou f/(0) = 0.
Soit & > 0, il existe a > 0 tel que pour tout = € [0;a] on ait | f/(z)| < ¢ et
par 'inégalité des accroissements finis, on obtient

vz € [0;al, |f(z)] < elzl.

On a alors

€
|U"‘:Zn+k < pe
k=1

et donc v, — 0.
Pour le cas général, il suffit d’introduire g(x) = f(z) — zf’(0). Puisque

g'(0) =0, on a
> olin) e
Pt n+k n—+o00

Vp — Upn f'(0) ——— 0

n——+4oo

et donc

et finalement v,, — £f'(0).
(c¢) Pour f(z) =In(1+ z),

np

vn =3 In(n+k+1)—In(n+k)=n(n(p+1)+1) —In(n+1) = In(p + 1).

k=1
On conclut ¢ = In(p + 1).
(d) Pour f(z) = /7,

Exercice 6 : [énoncé]
Montrons que la suite (u,) converge vers 0 par I’epsilontique. . .
Soit & > 0. Puisque la suite (¢,,) converge vers 0, il existe un rang N € N pour
lequel
Yn>N,0<¢, <e¢

et alors pour tout n > N

Up + €
0§u7l+1§ n

On en déduit
U, € €

Ostnesm T mt g

et par récurrence
p
Unp, 3
VpEN,OSunﬂ,S ﬁ—f— Elﬁ
i=

La suite (u,) est majorée par 1 et on peut encore écrire

e l1—(1/K)P 1 €
—t - <=+ .
Kr K 1-1/K Kr K-1

vp S N,O S Un+p S

Pour p assez grand, on a 1/K? < ¢ et alors

€
0§un+p§8+ﬁ:)\€

avec A une constante strictement positive ce qui permet de conclure.

Exercice 7 : [énoncé]
Cette fonction n’a pas de limite en 0, elle n’est donc pas continue par morceaux.

Exercice 8 : [énoncé]

(a) La fonction f est définie sur |0;1[U]1;4o00[ car pour chaque = dans ce
domaine, la fonction ¢ — 1/Int est définie et continue sur le segment
d’extrémités = et x2 car 1 n’y appartient pas. Pour x € ]0;1[, on a pour tout
t € [z%;2], 2Inx < Int < Inz puis par encadrement d’intégrales

2 _ 2 _

2Inz Inx
et donc f(z) —— 0.
r—0+

L’encadrement est identique pour = > 1 ce qui permet d’affirmer
f(x) —— o0 et f(x)/x — +o0.
r— 400 r——+00

On peut aussi écrire

f(z) :/ e

et par encadrement du ¢ du numérateur par x et x2, on obtient f(x) encadré
par x(z) et 221 (x) avec

2 2

Todt z
I(m):/ et [ln|lnt|L =In2

d’ou f(z) — In2.
z—1
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(b) On introduit H primitive de ¢t — 1/Int et on démontre que f est de classe C!
sur ]0;1[U]1;+oo] avec f/(z) = £=L. Cette dérivée étant de classe C>°, on
conclut que f est C* sur |0;1[U]1;+oo[. On prolonge f par continuité en 1

en posant f(1) =In2 et puisque f'(z) — 1, la fonction f est de classe C*
r—

sur ]0; 400 avec f'(1) = 1. Par développement en série entiére h +— w
est C* au voisinage de 0 donc z — % est C* au voisinage de 1 et par

passage a linverse x — f'(x) est C° au voisinage de 1. Finalement f est C>°
sur ]0;4o00[. Le calcul de f”(x) permet de justifier que f” n’a pas de limite
finie en 0 et donc f ne peut étre prolongée en une fonction de classe C* au
voisinage de 0.

(c) f est croissante, convexe, branche parabolique verticale en 400, tangente
horizontale en ’origine.

Exercice 9 : [énoncé]
La fonction intégrée est bien définie et continue car % e[-1;1].

On simplifie l’expression de la fonction intégrée.

Par parties, on intégre le facteur 1 multipliant Uarc sinus'.

On pose
()=t et wv(t) = arcsi 2t
=t e = arcs .
u v resin| 75

Les fonctions u et v sont de classe C! avec u/(t) = 1 et, par dérivation de fonctions
composées,

2(1+¢%) — 4> 1 21—

(1+2) (2 LFP -]

V' (t) =

Afin de poursuivre le calcul, il faut résoudre la valeur absolue : on découpe
Uintégrale en t = 1 et l'on calcule séparément les deux intégrales.

D’une part,

v 2t /2t \1! 1oy
arcsin| —— | dt = |tarcsin| ——= — —dt
o 1+ 2 1+t2)], Jo 14+¢2

1
= arcsin(1) — [ln(l + t2)]0 = g —1In2.

2t

1. On peut aussi réaliser le changement de variable ¢ = tan % afin d’exploiter sinx = e

D’autre part,

V3 24 2t \1V% V3 2
/ arcsin| —— | dt = |tarcsin| ——= + / —dt
1 1+¢2 1+¢)], 1 142

= arcsin(\f> — aresin(1) + [111(1 i t?)}

:\/gxg—g—&—lnz

V3

1

Finalement, en sommant ces deux calculs

Exercice 10 : [énoncé]
Puisque continue, la fonction f admet une primitive F' sur R et

V(w,y) € R, f(2) = fly) = F(2y + ) = F(2x +y).
Pour y € R fixé, on obtient
frze fly)+ Fy+2) — F(2z +y).
Puisque la fonction F est de classe C', on obtient que f est de classe C! et
flz) = fQ2y+2) - 2f(22 +y).
En dérivant cette relation en la variable y, on obtient
0=2f(2y+x) —2f (22 +y)

et donc
fey+a)=f(2z+y).
Puisque pour tout (s,t) € R?, il existe (z,y) € R? vérifiant

2r+y=s
r+2y=t

on peut affirmer que la fonction f” est constante.

On en déduit que la fonction f est affine.

Par le calcul, on vérifie que, parmi les fonctions affines, seule la fonction nulle
vérifie la relation proposée.
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Exercice 11 : [énoncé]

(a)

Par le changement de variable u = 7 — ¢, on obtient

I - I ’ Sin t dt - ™ — ’ 1n d
el d()nC
2[ - t? 1n t d1 + ™ — ’ Sin d =17 ’ SN u du

puis l'identité proposée.

En observant cos®” x = (1 — sin® )", on peut appliquer la relation précédente

@:”/W.szW) dz.
2 Jo sin®"(x) 4 cos?™(x)
En coupant l'intégrale en /2

w/2 s2n
I, -7 </ _ sin“" (z) de
2\Jo sin""(x)+ cos?*(z)

En procédant au changement de variable y = 7 — = dans la seconde intégrale

L 7T/ﬂ/2 _ sin®" (z)
o sin“"(x) 4 cos?™(x)

N /” sin®" () dx).
/2 sin®"(z) + cos? ()

Enfin, en procédant au changement de variable y = 7/2 — x, on observe

/2 2n
I, = 7T/ _ cos*"(z) da
o sin“"(z) 4 cos?”(x)

et on en déduit

/2 :2n w/2 2n 2
of, — ﬂ_(/ _ sin®"(x) e +/ _ cos”"(x) da:) -
0o sin®(z) + cos?(x) o sin™(z) + cos?(z) 2

Finalement

Exercice 12 : [énoncé]
Posons f,(z) = 2™ +x? — 1. L’étude de la fonction f,, assure l’existence et I'unicité
d’une solution z,, € Ry a I’équation étudiée. De plus, on observe que z,, € [0;1].
Puisque 0 = fr11(2pnt1) < fn(Tne1), on peut affirmer x,11 > x,.
La suite (x,,) est croissante et majorée donc converge vers un réel /.
Puisque pour tout n € N, z,, € [0;1], a la limite £ € [0;1].
Sif <1 alors
0<z, <{"—=0

et la relation 27 + 22 — 1 = 0 donne & la limite £ = 1 ce qui est absurde.
On conclut que ¢ = 1.
Posons u,, =1 — z,,

On a
(1 - un)n = un(2 - un)
donc
nln(l —u,) = Inwu, + In(2 — u,)
d’ou
—nu, ~ Inu, puis Inn + Inwu, ~ In(—Inw,)
or
In(—Inwu,) =o(lnuy,)
donc
Inu, ~—Inn
puis
Inn
Up ~ ——
n
et enfin
Inn
PR P —
n

Exercice 13 : [énoncé]
(a) 11 suffit d’étudier f,: 2 — 2™ — (z + 1).
(b) fn(1) <0 donc x,, > 1. De plus

fr1(@n) = ap ™ = (@0 + 1) = (@0 +1) = (20 + 1) = (20 = V)(zn +1) 20

donc 41 < x,. La suite (x,) est décroissante et minorée par 1 donc elle
converge vers ¢ > 1.

Si ¢ > 1 alors z) > " — 400 or z) =z, +1 — £+ 1. Ce qui est impossible
et il reste £ = 1.
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(c) On a
1
"=z+1 < nhr=h(z+1) < g(m):ﬁ
avec
(z) = Inz
9\e ~In(z+1)

définie sur [1;+oo[. La fonction g est de classe C*°, ¢'(x) > 0 donc g réalise
une bijection de [1;+oo[ vers [0;1[, de plus (puisque g’(z) # 0) g~ est aussi
de classe C* et donc g~! admet un DL, (0) pour tout n € N et donc

xn = ¢ *(1/n) admet un développement limité & tout ordre.

Formons ses trois premiers termes

g N (z) = a+ bx + cx® + o(x?)
a=g"1(0)=1. g(¢7(z)) = x donc

In(1 4 bz + cz? + o(2?)) = 2 In(2 + bz + o(x?))

puis

b2 b

bx + <c — 2>(E2 +o(z?) = In(2)z + 51:2 + o(2?)
donc | |
1 2 2
b=1In2 et c = M
2

Finalement

2 (1+mn(2)n2 +O( 1 )

nzl -
. + n 2n2

Exercice 14 : [énoncé]

(a) La fonction x +— P, (x) est strictement décroissante sur [0;1] car
Pl(z) =n(z""t -1)

est strictement négatif sauf pour x = 1.

La fonction continue P, réalise donc une bijection strictement décroissante de
[0;1] vers [P,(1); P,(0)] = [2 —n;1].

On en déduit Pexistence et I'unicité de la solution z,, a équation P, (z) = 0.

(b) Puisque z, € [0;1], on a 27T < 2 puis

Pn+1(xn) = ‘rZ—H - (TL + ]-)mn +1< Pn(xn) =0.

Ainsi P41 (zn) < Pog1(zny1) et done z,41 < ,, car la fonction P, 11 est
strictement décroissante.
La suite (x,,) est décroissante et minorée, elle converge donc vers un réel
e [0;1].
Si £ > 0 alors

P,(z,) =) —nz, +1— —00

ce qui est absurde. On conclut £ = 0.
On a

n
T 1,

n 71,2 1 0
nTy n

et donc =" = o(nxy,).
Sachant z] — nxz, + 1 = 0, on obtient nxz, ~ 1 puis

1
Ty~ —.
n
Ecrivons ensuite
1 e,
T, = — + — avec £, — 0.
n o n
Puisque z} =nz, —1, 0on a
1+e,)"
En = = ( ) >0
nn

Nous allons montrer

n—-+oo

ce qui permettra de déterminer un équivalent de &, puis de conclure.
Puisque &, — 0, pour n assez grand, on a |1 4+ &, | < 2 et alors

~ (IT+e,) < 2

n’

On en déduit
2n\" 2m
1<(1+e)"<|(14+—) =exp(nln|{l1+—)].
nn" nn

2" 2m
nln (1 + ) ~ T — 0
nm nn-

et par encadrement
(I4+¢e,)" — 1.
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On peut conclure ¢, ~ % et finalement

11 1
In—ﬁ+m+0 W .

Exercice 15 : [énoncé]
Pour z € [0;1],

. +1 3| < 1
sIr —x bt! —_—.
6 — 120
On a donc
"k 1K
= — = M,
Un Z n2 6 nb + My,
k=1
avec

Or
~k _nn+1) 1 1
n2  2n2 2 2n
k=1

et
K 1,3 1
dos=5> K~
= k=1

donc

Exercice 16 : [énoncé]

(a) La fonction f est définie et C>° sur D = J; oy, I avec

I, = ]—g + 2k7; g + 2kn|.

Pour z € D, la tangente en (z, f(x)) passe par O si, et seulement si,

zf'(z) = f(x).

Aprés transformation, ceci équivaut pour = > 0 & I’équation

ztanz + In(cos(z)) + = = 0.

Posons p(z) = x tanx + In(cos(x)) + .
o est définie et de classe C*° sur D.

¢'(z) =x(1+tan’z) + 1 > 0 sur DNRY.
+

Quand v — (72“ + 2k7r> , o(x) = 400. Quand = — (—g + 2k7r> ,

p(z) = —o0.
©11,, réalise donc une bijection de Ij, vers R (pour k € N*).
La suite (z,,)nen+ avec z,, = (¢7,) 1(0) est solution.

(b) Evidemment z,, ~ 2n7 et donc x,, = 2n7 + y,.
Apres calculs, on obtient

(2n7 + yn)(cos Yy, + siny,) = — cos(yy,) In(cos y,,).

La fonction ¢ — t1nt est bornée sur ]0; 1] car prolongeable par continuité en 0

et donc

€os Yy, In(cos yy, ) 0

oS Yn +sin Yo = 2nm + Y n—-+00
n

Sachant |y,| < 7/2, on en déduit y,, — —7/4.

On conclut
To()
Ty =2nm— — 4ol — |.
4 n

Exercice 17 : [énoncé]
En associant dans P? = P x P chaque diviseur d avec celui qui lui est conjugué
n/d, on obtient un produit de N termes égaux a n. Ainsi

P2 =n".

Exercice 18 : [énoncé]
Si n = ab avec a,b € N* alors

2"—1:(2“—1)(1+2“+...+2a(b—1))
donc2*—1]2"—1dou2*—1=10u2*—-1=2"—1 ce qui implique a = 1 ou

a=n.
Ainsi n ne posséde que des diviseurs triviaux, il est premier.

Exercice 19 : [énoncé]

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017 Corrections 13

(a) Pour k suffisamment grand Ln/ p’“J = 0, la somme évoquée existe donc car A l'aide d’une comparaison intégrale on obtient
elle ne comporte qu’un nombre fini de termes non nuls. n! =1x2 x ... xn, . (1)
. . R . e . n n
parm21 les' entiers allantzde 1 an, il y en a exactement |n/p| divisibles par p, / In(t) dt < Zlnk < / In(t) dt
|n/p?| divisibles par p?, etc...donc 1 P 1

o ) = i" V’C J donc

=1 P nlnn—n—i—lgzmkg(n+1)ln(n+1)—
k=1
(b) On a
2n\  (2n)! done n
n) (nh)?’ Zlnk:nlnn—n—i—O(lnn).

Pour tout p € P, k=1

Par suite

U”(EZL));) B ; (B:J _QLZCD ilnk—ZZInkz = 2n1n(2n) — 2n — 2(nInn — n) + O(Inn)

r |22| —2]|z] =0 ou 1 donc =t =t

(3] +[z]) ot

puis

ln(2n) 2n n
[2n/p"] > 0} < { Inp J S k-2 Ink ~ In(2)(2n).
k=1 k=1

k=1

De plus les nombres premiers diviseurs de (2n) = (2”)2! sont diviseurs d’un On en déduit

n (n!) 2n
entier inférieur & 2n (lemme d’Euclide) et sont donc eux-mémes inférieur a 7 = 0O(mw(2n)).
2n. Il en découle ) A n2n

n In(zn) | joutons
5 J
(”) | 7?H<2 e BN 2lz/2
pelip=sn Inz In2|z/2]

car toutes les puissances de nombres premiers intervenant dans la .

|Intzm) |- par calculs et 7(z) ~ 7(2|z/2]) car 7(z) et w(2|xz/2]) ne différent qu’au plus

np

decomp051t10n de ( ) divisent HpEP;pSQn d'une unité et m(z) = +oo.
Notons qu’en fait ce produit désigne Finalement, une certaine satisfaction.

ppem(1,2,...,2n).

(c) On a Exercice 20 : [énoncé]
2n In(2n) In(2n) (a) On a
(n) < I o< T v < JI Co=enen. 1—yo 1+ yo(z1 — 1)
pPEP;p<2n PEP;p<2n pEP;p<2n .P() 0 et Q Your
(d) En passant au logarithme : (en considérant que les cas singuliers sont les prolongements du cas général)

On en déduit
T2 = To + YoT1
Y2 = YolYi-

2n n
Z Ink—2 Z Ink < 7(2n) In(2n).
k= k=1
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(b) Avec des notations immédiates

(Mg % My) % Mo (zo + yow1) + (Yoy1) 2 et Mo# (M, % Ms) xo + yo(r1 + y172)

(Yoy1)y2 Yo(y1y2)

et on vérifie bien ’associativité de la loi *.
On remarque que
BxM=MxB=M

donc B est élément neutre de la loi *.
Enfin si yo # 0 alors pour
{331 = —0/Yo

v1=1/yo
on observe
Mo*Mlel*MOZB

et donc on peut affirmer que My est inversible d’inverse M.
(c) On a
Yn = Yn—1Yn—2
et on peut donc affirmer qu’il est possible d’écrire y,, sous la forme

[

Yn = Yo Y1

avec

ap=1,a1 =0,a, = ap_1 + an_2
bp =0,b1 =1,b, = b1+ by_2.

Les suites (ay,) et (by,) sont récurrente linéaires d’ordre 2 d’équation
caractéristique 72 = r 4+ 1 de racines

1++5 1-5
D) et ro = 9 .

=

On obtient aprés calculs

n n
7“2 n 7'1 T2 - 7'1

1+
o —T1 r —Tr2

n
7‘2 etbn: 7'277'1.

Exercice 21 : [énoncé]

(a) Supposons v6 = p/q avec p A q = 1. On a 6¢> = p? donc p pair, p = 2k. On
obtient alors 3¢? = 2k? et donc ¢ est pair. Absurde car p et ¢ sont premiers
entre eux.

(b) Par développement selon la formule du binéme de Newton
(a+ \/l;)” = ay + 5k\/l; avec ayg, O € Z.

(¢) a+ Vb racine de P =3"}_;a, X" donne

Z At = <Z akﬁk> \/B
k=0 k=0

L’irrationalité de v/b entraine
n n
Zakak = Zakﬁk =0
k=0 k=0

ce qui permet de justifier qu’alors P(a — v/b) = 0.
(d) Posons

Q=(X—a+Vb)(X —a—-Vb)=X?—-2aX +d®> - beZ[X]

Par division euclidienne P = QS + T avec degT < 2. Or en posant cette
division euclidienne, on peut affirmer que S,T € Z[X] avec P,Q € Z[X] et Q
unitaire. a + v/b,a — Vb racine de P entraine T = 0 et donc P = QS avec
Q, S € Z[X]. En dérivant P’ = Q'S + QS’ et a + /b entraine racine de P’
donne a + /b racine de S. On peut alors comme ci-dessus justifier S = QR
avec R € Z[X] et conclure.

Exercice 22 : [énoncé]

L’implication (ii) = (i) est immédiate.

Supposons (i).

Puisque P est de signe constant, la décomposition en facteurs irréductibles de P
s’écrit avec des facteurs de la forme

(X —N)?=(X - ))?+0?
et )
X2+ 20X +q=(X+p)?+ (Va-1?)".
Ainsi P est, & un facteur multiplicatif positif prés, le produit de polyndmes
s’écrivant comme la somme des carrés de deux polyndémes réels.

Or
(A% + B*)(C? + D?) = (AC — BD)? + (AD + BC)?

donc P peut s’écrire comme la somme des carrés de deux polyndmes réels
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Exercice 23 : [énoncé] et alors . .

Le polynéme nul est solution. Soit P une solution non nulle. P (X) = Z(” +1—k)a Xk Z lean X1

Si a est racine de P alors a2 ’est aussi puis a?, a8, .. .. il o P k P k

Or les racines de P sont en nombre fini donc les éléments a?” (n € N) sont
redondants. On en déduit que a = 0 ou a est une racine de I'unité.

De plus, si a est racine de P alors (a — 1) est aussi racine de P(X + 1) donc

(a —1)% est racine de P. On en déduit que a —1 =0 ou a — 1 est racine de l'unité.
Sia#0,1 alors |a| = |a — 1] = 1 d’ot1 I'on tire a = —j ou —j5°.

Au final, les racines possibles de P sont 0,1, —j et —j2.

Le polynoéme P s’écrit donc

P(X) = AX*(X — DP(X + )7 (X +j2)°

avec A # 0, o, 3,7,0 € N.
En injectant cette expression dans ’équation

P(X?)=P(X)P(X +1)

on obtient
M=Na=Bety=6=0.

On conclut
P(X)=(X(X -1)"

Exercice 24 : [énoncé]

Montrons la propriété par récurrence sur n > 1.
Pour n =1, P;(X) = X convient.

Supposons la propriété vraie au rang n > 1.

En dérivant la relation

P, (sinx)
(cos )1

10 () =

on obtient
(n+1)sinx P, (sinz) + cos? z P! (sin )

(cos z)n+2

for(@) =
Posons alors
Poii(X)=n+1)XP,(X)+ (1 - X*)P (X)

de sorte que
P, y1(sinz)
(n+1) — Intl\> )
/ () (cosz)nt2

On peut écrire

P, (X) = Zaka avec ai > 0,a, #0
k=0

est un polynome de degré n + 1 a coefficients positif ou nul.
Récurrence établie.
Par la relation de récurrence obtenue ci-dessus

Pi(X)=X,Py(X)=1+X?et P3(X)=5X + X*

et
P,i1(1)=(n+1)P,(1)

donc
P,(1) =n!

Exercice 25 : [énoncé]
Puisque a+ 8 +~v = —a, on a

« o
B+y ~v+a a+p a+a a+p a+7
et réduisant au méme dénominateur

Q@ 15} ¥ a® — 2ab + 3c
+ =
B+~v ~v+a a+p

car af + By +vya =bet afy= —c.

ab—c

Exercice 26 : [énoncé]
(a) L’égalité
sin((2n+1)a) = Im(ei(2”+1)”‘) = Im((cos a + isin a)*" 1)

donne en développant

- - 2n+1 2(n— - 2ptl
5111((271 + ]_)a) — Z(l)p< ) COS (n—p) . S1n P+ .
=0 2p+1

(b) On observe
sin((2n + 1)a) = sin®* ™! aP(cot® ).
Posons g = %L pour 1 < k < n. Les z = cot? B sont n racines distinctes

de P, or deg P = n, ce sont donc exactement les racines de P.
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Exercice 27 : [énoncé]

(a) 1,7,7? conviennent.

(b) Introduisons le polynéme P(X) = (X —a)(X — b)(X — ¢). Les coefficients de
ce polynéme s’expriment & partir de S;1 =a+b+c, So =a? +b% 42 et
S3 = a® + b3 + 2, le polynoéme P est donc & coefficients réels. S’il n’admet
pas trois racines, il posséde deux racines complexes conjuguées. Celles-ci sont
alors de méme module ce qui est exclu.

Exercice 28 : [énoncé]

Soient P, @ € C[X] tels que F = P/Q.

Le cas o P = 0 étant immeédiat, supposons-le désormais exclu.
Posons p = deg P et ¢ = deg Q et écrivons

P= zp:akx’f et Q = i:ngf,ak,bg eC.
k=0 £=0
Considérons p + ¢ + 1 naturels n» n’annulant pas (. Pour chacun, la relation
P(n) —y,Q(n) =0 avec F(n) =y, €Q
définit une équation
ap +nai + - +nfap —ypbo — - — ypniby = 0.

Le systéme formé par ses équations est compatible (dans C) et a coefficients
rationnels. Par application de la méthode de Gauss (par exemple), on peut
affirmer que ce systéme posséde une solution rationnelle. Il existe donc

'7ap7507617"'7ﬂq EQ

ap, 1, ..
tels que pour

P q
R=Y X" cQX]et § =) pX"eQ[X]
k=0 £=0
on ait
R(n) —y,S(n) =0

pour chacun de p + ¢ + 1 naturels n initialement considéré. On a alors pour ces n,

et donc le polynéme

admet au moins p + ¢ + 1 racines.

Or
deg(PS —QR) <p-+gq
donc
PS=QR
puis
R
F=—-ecQX
%o
Exercice 29 : [énoncé]
On a .
p a P”(a:k)
2 _;X—xk avec qp = Prlar)”
Sachant que
xP"(x) 0
P(x) T—+00
on obtient
n P”(xk) _
= Pl

Exercice 30 : [énoncé]

(a) Par récurrence sur p = dim E — dim F3.
Si dim E — dim F; = 0 alors G = {0g} convient.
Supposons la propriété établie au rang p > 0.
Soient F} et F5 de méme dimension tels que dim £ — dim F} = p + 1.
Si F} = F; lexistence d’un supplémentaire & tout sous-espace vectoriel en
dimension finie permet de conclure.
Sinon, on a Fy ¢ F» et Fy ¢ Fy ce qui assure lexistence de z1 € F; \ F» et de
x9 € Fh \ F.
Le vecteur z = x1 + z9 n’appartient ni & F, ni & F5. On pose alors
F| = F) ® Vect(x) et Fj = Fy @ Vect(x). On peut appliquer I’hypothése de
récurrence a FY et F : on obtient I’existence d’un supplémentaire commun G’
a F| et Fy. G =G @ Vect(z) est alors supplémentaire commun & Fj et F.
Récurrence établie.

(b) Soit Fy un sous-espace vectoriel contenant F; et de méme dimension que Fs.
F| et F, possédent un supplémentaire commun G. Considérons H un
supplémentaire de F; dans F{. En posant G; = H ® G et G2 = G on conclut.
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Exercice 31 : [énoncé]

(a) Sia=0oun=2,lafamille est assurément liée, peu importe
Pendomorphisme f : F, = L(E).

(b) F, C L(E) et 0 € F,. Soit f,g€ F, et \,u€R.
Pour tout x € E, les familles (x, f(ac),a) et (m,g(m)m) sont liées.

Si (z,a) est liée alors assurément (x, ()\f + ug) (z), a) liée.
Si (x,a) est libre

f(x) € Vect(z,a) et g(x) € Vect(x,a) donc (Af + pg)(x) € Vect(x,a)

et donc (1:, (Af + pg)(x), a) est lice.

—
]

) « Classiquement », ce sont les homothéties vectorielles : v = Al dg.
(d) Les cas n =2 et a = 0 étant déja résolus, on suppose n > 3 et a # 0.

Soit ¢ une forme linéaire telle que p(a) = 1, H son noyau et p la projection
sur H paralléelement a Vecta :

p) = 7 — p(a)a.

Pour tout z € F/, on a
Vect(z, f(z),a) = Vect (p(x),p(f(x)),a) = Vect (p(x),p(f(;v))) @ Vect(a).

Si la famille (z, f(z),a) est liée alors la famille (p(z),p(f(z))) Dest aussi. On
en déduit qu’il existe A € K tel que

Vo € H,p(f(z)) = A\ ie f(z) =z + o(f(2))a.

On a alors

Vo € E, f(x) = f(go(x)a +x— w(x)a)
= p(x)f(a) + f(z — p(z)a)
€H
= p(z)f(a) + Az — Ap(z)a + p(f(7))a — p(2)p(f(a))a
= ¢(z)f(a) + Az + (z)a

avec 1 une forme linéaire.

Pour suivre, montrons que f(a) est colinéaire & a.
Soit b un vecteur indépendant de a.

La famille (b, f(b),a) est liée donc f(b) € Vect(a,b).

La famille (a + b, f(a) + f(b),a) est liée donc

f(a)+ f(b) € Vect(a + b,a) = Vect(a, b) puis f(a) € Vect(a,b).

Soit ¢ un vecteur n’appartenant pas a Vect(a,b) (possible car n > 3). Par le
raisonnement ci-dessus, f(a) € Vect(a, ¢) et donc

f(a) € Vect(a,b) N Vect(a, c) = Vect(a).
On en déduit que la fonction f s’exprime
f(x) = Ax 4 0(x)a avec 0 une forme linéaire.

La réciproque étant immeédiate, et ’écriture ci-dessus étant unique, on peut
conclure
dimF, =dimK x E* =n + 1.

Exercice 32 : [énoncé]

Puisque Im f2 CIm f C R®, on a 3 <rg f < 6.

Sirg f = 6 alors f est un isomorphisme, donc f2 aussi et rg f2 = 6. Contradiction.
Sirg f =5 alors dimKer f = 1. Considérons g = f|i, s. Par le théoréme du rang
dimKerg =5 —rgg. Or Img C Im f? donc rg g < 3 et par suite dim Ker g > 2. Or
Ker g C Ker f donc dim Ker f > 2. Contradiction.

rg f = 3 et rg f = 4 sont possibles en considérant :

10000 0 100000
010000 010000
001000 001000
000000 ]oooo0 o0 o0
000000 000100
000000 000000

Exercice 33 : [énoncé]
(a) Si f est bijectif (nécessairement n = p), il suffit de composer de part et
d’autre par f~! pour écrire
fogog=0 <= fog=0
— ¢g=0.
(b) Dans des bases adaptées, 'application linéaire f peut étre figurée par la

matrice J,. canonique de rang r de type (n,p). Par représentation matricielle,
I’espace H est alors isomorphe &

{M e Mp,(R)|J.MJ, = Oy}
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Un calcul par blocs, montre que les matrices solutions sont celles de la forme

M:(é g) avec A= 0,.

La dimension de H s’en déduit.

(c) Soit (e1,...,e,) une base de E et u; j 'endomorphisme de E envoyant e; sur
e; et les autres vecteurs de bases sur Og (u; ; est 'endomorphisme figuré par
la matrice élémentaire E; ;).

On peut écrire

n
f= Z A0 Uk, ¢

k=1
avec A = (ay¢) la matrice figurant f dans la base (e, ..., e,).
Sachant u; j o ug¢ = d; puq e, il vient

n
uzjo f= E aj e g

£=1

puis

n n
fouijof=>3" aria;us

k=1/¢=1

La coordonnée selon u; ; de ¢(u; ;) est donc a;;a; ;. On en déduit

tr(p) = Z a;iaj; = <Zl ai,i) <Zl aj,j> = (tr f)%

1,j=1

Exercice 34 : [énoncé]

Soit f solution. La matrice de f relative a la base canonique est a coefficients
entiers. De plus f est un automorphisme car les vecteurs de la base canonique
sont des valeurs prises par f et comme f~1(Z") = Z", la matrice de f~! relative a
la base canonique est & coefficients entiers. Inversement, si f est un
automorphisme telle que f et f~! soient représentés par des matrices &
coefficients entiers dans la base canonique, il est immédiat que f(Z™) C Z™ et que
f~Y(Z™) c Z" donc que Z™ C f(Z™) et finalement f(Z") = Z". Notons que les
endomorphismes solutions peuvent aussi se décrire comme étant les
endomorphismes canoniquement représentés par une matrice a coeflficients entiers
et qui sont de déterminant égal & 1 ou —1.

Exercice 35 : [énoncé]

Par récurrence sur n > 1.

La propriété est immédiate pour n = 1.

Supposons la propriété vraie au rang n > 1.

Soit T' € M,,11(K) triangulaire supérieure commutant avec sa transposée.

On peut écrire
a X
(o, %)

avec a € K, X € M, 1(K) et S € M, (K) triangulaire supérieure.
L’identification du coefficient d’indice (1,1) dans la relation *I'T" = T*T donne

= +1XX.

On en déduit X = O, et Dégalitée 'T'T = T*T donne alors 'SS = S*S.

Par hypothése de récurrence, la matrice S est diagonale et par conséquent la
matrice T ’est aussi.

Récurrence établie.

Exercice 36 : [énoncé]
Supposons que M soit semblable & une matrice M’ via une matrice inversible P
ie.

M =P 'MP.

Si on peut écrire M’ = A’B' — B'A’ alors M = AB — BA avec A= PA'P~ ! et
B=PB'P .

On peut ainsi transformer la matrice M en une matrice semblable sans changer la
problématique.

Etablissons maintenant le résultat demandé en raisonnant par récurrence sur la
taille de la matrice M.

Si M est taille 1 : ok

Supposons la propriété établie au rang n € N*.

Soit M une matrice carrée d’ordre n + 1 de trace nulle.

Montrons que M est semblable & une matrice de la forme

0 =x

*

Si M est matrice d’'une homothétie alors tr M = 0 permet de conclure M = O,,.
Sinon, il existe des vecteurs qui ne sont pas vecteurs propres de I’endomorphisme
associé a M.

Soit z, un tel vecteur. En introduisant une base dont z et f(x) sont les deux
premiers vecteurs, on obtient que la matrice M est semblable & celle voulue.
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Compte tenu de la remarque préliminaire, on suppose désormais que la matrice M

est de la forme
0 L

c M

avec tr M’ = 0.
Par ’hypothése de récurrence on peut écrire

M' =A'B'— B'A'.

Soit A € K qui n’est par valeur propre de la matrice B’.

En posant
r_ -1
A 1/71 L(B /AI) \
\(\I-B)~C A )
et
0
B= 0 B
on obtient
M = AB — BA.

Récurrence établie.

Exercice 37 : [énoncé]

(a) L’application considérée est au départ d’un ensemble infini et & valeurs dans
un ensemble fini, elle ne peut donc étre injective et il existe k < £ € N,
MF = M?* ce qui fournit MP = I,, avec p = £ — k car M est inversible. On en
déduit que I, € H et que M~ = MP~! € H. Cela suffit pour conclure que H
est un sous-groupe de GL,, (K).

(b) Si M € H alors N +— MN et N — NM sont des permutations de H. On en
déduit que M P = PM = P car pour chaque terme les sommes portent sur les
mémes éléments.

(¢) Puisque P? = P, Im P = Ker(P — I,,) et Ker P sont supplémentaires dans
M, 1 (K).
Si X € Ker P alors PX =0 et pour tout M € H, PMX = PX =0 donc
MX € Ker P. Ainsi Ker P est stable par H.
Si X € Nyey Ker(M — I,,) alors pour tout M € H, MX = X donc PX = X
puis X € Ker(P — I,,).

Inversement, si X € Ker(P — I,,) alors PX = X et pour tout M € H,
X =PX =MPX = MX et donc X € ey Ker(M — I,). Ainsi

() Ker(M — I,,) = Ker(P — I,,)
MecH
et Ker P est solution du probléme posé.

(d) P est une projection donc tr P =rg P € Net donc ),y tr M = gtr P € gN.
Si ) e trM =0 alors P = 0. Par suite (. Ker(M —I,,) = {0} et il n’y
a donc pas de vecteur non nul invariant pour tous les éléments de H et
inversement.

Exercice 38 : [énoncé]

(a) La famille (1,¢) est une base du R-espace vectoriel C.
Pour a,b € C, I’application ¢, 1: 2z — az 4 bZ est R-linéaire et sa matrice
dans la base (1,1) est

Rea+Reb Imbdb—Ima
Ima+Imb Rea—Reb/"

Pour f endomorphisme du R-espace vectoriel C de matrice

(57

dans la base (1,i), on a f = @qp si, et seulement si,

Rea+ Reb=«
Ima+Imb=p
Imb—Ima=r
Rea —Reb =14.

Ce systéme posséde une unique solution qui est

a+d  B-—n _a—=6 Pty
5 +1i > etb—?—&—l 5

(b) Le déterminant de f vaut

det f =ad — By = |a|2 - |b\2.
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Exercice 39 : [énoncé]

(a) En multipliant les n derniéres lignes par i et les n derniéres colonnes aussi :

A B n A iB
det <—B A) = (—=1)"det (—iB —A)

puis par opérations sur les lignes

A B . A iB
det (—B A)Z(_l) det <A—z’B —A+z’B>

et par opérations sur les colonnes

A B\ , ,...[A+iB B
det(_B A)—(—l) det( 0 —A+iB)'

On en déduit

det <_AB i) — (—1)"det(A + iB) det(—A + iB)

et enfin

A B . )
det (B A) = det(A +iB) det(A — iB).

Les matrices A et B étant réelles, cette écriture est de la forme 2z = |2|? > 0.

(b) det(A +iB)det(A —iB) = det(A2 + B?) car A et B commutent donc
det(A? + B2) > 0.

(c) A= ((1) f) et B= G ?) par exemple.

(d) Si A est inversible, on remarque

I O\[(A B) (A B
—cAt 1)\c D)~ \0 —CA'B+D

donc det (é‘ g) = det(A) det(—CA™'B + D) = det(AD — CB) car A et C

commutent.
On étend cette égalité aux matrices non inversibles par densité :

Les applications A — det et A — det(AD — CB) sont continues et

A B
C D
coincident sur ’ensemble des matrices inversibles commutant avec C. Or cet
ensemble est dense dans ’ensemble des matrices commutant avec C' : si A
commute avec C' alors pour tout A > 0 assez petit A + \I,, est inversible et
commute avec C). Par coincidence d’applications continues sur une partie

dense, les deux applications sont égales.

Exercice 40 : [énoncé]
Considérons le polynome

P(X) = (X—al)(X—ag)...(X—an),
Celui-ci se développe sous la forme
P(X) = Xn +an—1Xn71 +"'+Oé0

avec ap, ..., a,_1 € K et en particulier ay = (—1)" %o, _4, ot les ay,...,0,
désignent les expressions symétriques élémentaires en ay,. .., ay-

, <1 L, . k—1 n—1
En procédant & I’opération C,, + C,, + ijo a;Cit1+ ijn a;Cj, les
coefficients de la derniére colonne de la matrice sont transformés en

P(a;) — agal = —apal car P(a;) = 0.
Ainsi
1 a - aifl agﬂ —oalt ab
1k 1 ao . a271 a2+1 . a§71 a]2€
Dy = (-1) Tn—k : . :
k=1 k+1 . on—1  _k
1 an aTL an an aTL

1 ay - a7t ek dM o gt
1 ag -+ ai™' af o5 . ap!
Dy =on—t|.
o gk=1 ok k4l on—l
1 a, a, a, a, ay,

Sachant calculer un déterminant de Vandermonde, on obtient

Dy =0opn—k H (a; — ai).

1<i<j<n

Exercice 41 : [énoncé]

En développant selon la premiére ligne, on peut affirmer que A est un polynéme
de degré inférieur & n — 1.

Pour k € {1,...,n},

A) = (DR T O = A)Vaci (A A,
ik
ou Vy(a,...,a,) désigne le Vandermonde de (ay,...,a,)-

Le polyndéme A coincide en n point avec le polyndme constant, égal a
—1)"*W, (A1, ..., \n), ils sont donc égaux.
&

An) = (=D)L (AL )
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Exercice 42 : [énoncé]

(a) Par les opérations L, 11 < Lpy1 + L1,..., Loy = Loy + Ly,

| L B
det A = ‘B+In In+B"
Par les opérations C; < Cy — Cyq,...,Cp < Cp, — Cyp,
|L.-B B |_
det A = 0, 1+ B‘ = det(I,, — B) det(I,, + B).

Ainsi A est inversible si, et seulement si, I,, — B et I,, + B le sont (i.e.
1,—1¢ Sp B).
On aurait aussi pu étudier le noyau de A.

(b) On peut présumer que I'inverse de A est alors de la forme

(v %)

Puisque
I, B\(M N\ (M+BN N+BM
B I,J\N M) \BM+N BN+M
et puisque
M+ BN =1, M= (I,-B%)""
< -1
BM+ N =0, N:—B(In—BQ)
on obtient

B(l, - B> (I,- B!

On aurait pu aussi inverser I’équation AX =Y

At = (_(I" -B*~'  —-B(, - 32)1>

Exercice 43 : [énoncé]

(a) Soit (eq, ..

., en) une base orthonormée de E. tru = 0 donne

n

Z(ei,u(ei» =0.

i=1
SidimE =1 : ok
Si dim E > 1, il existe i # j tel que (e;,u(e;)) > 0 et (e, u(e;)) <O0.
L’application ¢ — (u(te; + (1 — t)e;),te; + (1 — t)e;) est continue, & valeurs
réelles et change de signe, en vertu du théoréme des valeurs intermédiaires,
elle s’annule et donc il existe ¢ € [0;1] tel que pour = = te; + (1 — t)e;,
(u(z),x) = 0. De plus, I'indépendance de e; et e; assure x # 0.

(b) Il existe €1 vecteur unitaire tel que

(51,u(£1)> =0.

On compléte celui-ci en une base orthonormée (g1, ¢es,. ..
u dans cette base est de la forme

0 =

* A

avec tr A = 0. Considérons alors u’ ’endomorphisme de E' = Vect(ea, ..., e,)
de matrice A dans la base (g2, ...,&,). Puisque tru’ = tr A = 0, un principe
de récurrence permet de former une base orthonormeée (ef, ..., e ) de E' dans
laquelle u’ est représenté par une matrice de diagonale nulle. La famille
(e1,€h,...,e)) est alors une base orthonormée solution du probléme posé.

,€n). La matrice de

Exercice 44 : [énoncé]

(a)

from random import random

def simul(N):
P1,P2 = N,N
while P1 * P2 > O:
if random() <= 0.5:
P1 =P1 -1
else:
P2 = P2 - 1
return P1 + P2

N = 20

cC=0

for i in range(1000):
C=C + simul(N)

print (C/1000)

On peut prendre Q = {1,2}?" muni de la tribu discréte et de la probabilité
uniforme pour modéliser la succession de 2N choix de I'un ou ’autre paquet.

La variable X prend ses valeurs dans [1; N]. Pour k € [1; N], on a Xy =k
lorsque N fois le paquet 1 a été choisi et N — k fois le paquet 2, le dernier
choix étant fait dans le paquet 1. On a aussi Xy = k dans la situation
symétrique. On en déduit :

2N — (k +1) 1
P(XN_k:)_2><< N1 >><22N_k
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(le coefficient binomial correspond au positionnement des N — 1 valeurs 1
dans les 2N — (k + 1) positions possibles (le dernier 1 étant en position
2N — k).

(d) La formule se vérifie en exprimant les coefficients binomiaux sous forme
factorielle (le cas k = N) étant traité a part).

(e) On somme la formule qui précéde et on simplifie sachant

N N
Y P(Xn=k)=1) PXy=k+1)=1-P(Xy=1)
k=1 k=1

N
t > (k+1)P(Xy =k+1)=E(Xy)-P(Xy=1).
k=1
On conclut

2N —1 (2N —2
P \no1)

B(Xw) N-rtoo 2\/\/5'

EXn)=2N-1)P(Xy=1)=

Par la formule de Stirling

Exercice 45 : [énoncé]

On a

2 1
a+ b+0<2>.
n n

Il y a convergence si, et seulement si, 1 +a+b =0 et a + 2b = 0 ce qui correspond
da=—-2etb=1.
Dans ce cas :

Inn+aln(n+1)+dln(n+2)=1+a+bd)lnn+

N+1 N+2

Zlnn—?Zlnn—f—Zlnn

Zlnn+aln(n+1)+bln (n+2)

n=1

Exercice 46

: [énoncé]

(a)
Inu N_lf
" 2

In Up+1 — "

avec x > 0 donc
n

Zlnukﬂ —Inug - —o0
k=1
puis u, — 0.
(b) Pour a = —x/2,

(1t 1) — In(uy) — aln(l + i) = 0(7112)

donc il y a convergence de

> I(unt1) = In(u,) — aln (1 + i)

(c) Puisque

1 Up41 Uy,
In(tpy1) — In(uy) — aln(l + n) =1In m —1In v

la suite de terme général In ~= converge puis -2 — A avec A > 0.
(d) Par comparaison de séries a termes positifs,»  u,, converge si, et seulement si,
a<—lie x>2.

Exercice 47 : [énoncé]

On a

b(n+1)
T1nB Zlna+bk

A, =a+
Posons f(t) = In(a + bt) fonction croissante.
A T’aide d’une comparaison série-intégrale

if =nln(a+bn) —n+o(n)

k=1

a+bn

InB, —InA, =In{ ————
" " <a+bn/2

)—1+0(1)—>ln2—1

B,
In =2 —
nAn

donc
puis
N .
Z Inn+aln(n+1)+bIn(n+2) = In1+4In2—21n2—2In(N+1)+In(N+1)+In(N+2) — —H¥
n=1

P
1
('D‘\I\D
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