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Exercice 1 [ 02796 | [Correction]
Soit (u,) une suite réelle décroissante et positive. On pose

Un = 2n’l,L2n.

Déterminer la nature de Y v, en fonction de celle de > u,.

Exercice 2 [ 02797 [Correction]
Soit (uy,) une suite décroissante d’éléments de R, de limite 0. Pour n > 1, on pose

Vp = nUp2.

Y a-t-il un lien entre la convergence des séries de termes généraux u,, et v, ?

Exercice 3 [ 02803 ] [Correction]
Etudier

n m

lim  lim (—1)Hagiratd,
n—-+oco m—-+oo
=0 j=0

Exercice 4 [ 02806 ] [Correction]
Nature et calcul de la somme de la série de terme général

+oo 7119
Z(kQ)

k=n

Exercice 5 [ 02790 ] [Correction]
Nature de la série de terme général

Uun = In (1 + (—n1a)n>

ou a > 0.

Exercice 6 [ 03879 ] [Correction]

On donne une suite réelle (a,,).

On suppose que les séries Y ay, et Y |an+1 — ap| convergent. Montrer que la série
> a2 converge.

Exercice 7 [o02791] [Correction]
Nature de la série de terme général

w, = m(\/ﬁﬂ—l)")

ol a € R.

Exercice 8 [02793] [Correction]

vn+a

Convergence de la série de terme général u,, = Sin(7r\/ n? + 1).

Exercice 9 [ 02802 ] [Correction]

Soient (a,a) € Ry x R et, pour n € N* :

Up,

= azgzl 1/ka .

(a) Pour quels couples (a, «) la suite (u,,) est-elle convergente ? Dans la suite, on
suppose que tel est le cas, on note £ = lim u,, et on pose, si n € N*,

(b) Nature des séries de termes généraux v, et (—1)

Exercice 10 [o02s804 ] [Correction]
Convergence puis calcul de

+oo

Vp = Uy — L.

"Up,-

n=1

Exercice 11 [o02805 ] [Correction]
Calculer

Exercice 12 [o2s810] [Correction]

1
212+22+...+n2'

%
8
A~
S
+|=
| =

On pose f(z) = Sm(iinw) pour tout z > 1 et u,, = f;il f(t)dt — f(n) pour tout

entier n > 2.
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(a) Montrer que f’ est intégrable sur [1;+oo]. Exercice 18 [o2s819 ] [Correction]
2 A
(b) Montrer que la série de terme général u,, est absolument convergente. On pose f(z) = e~/ pour x réel non nul et f(0) = 0.
(c) Montrer que la suite (cos(Inn)) diverge. (a) Montrer I’existence pour tout n € N d’un polynéme P, tel que :
(d) En déduire la nature de la série de terme général f(n). Vo € R*, f)(z) = 273" P, (2) f(2).
Quel est le degré de P, ?
Exercice 13 [o3ss2 ] [Correction] (b) Montrer que f est de classe C™, toutes ses dérivées étant nulles en 0.
Déterminer Lo (c) Montrer que toute racine de P, est réelle.
: - _ 1\1/n
ngr—ir-loc n ]}:[1 (3k 1) '

Exercice 19 [o02421 ] [Correction]
Convergence de

Exercice 14 [o3ss1] [Correction] T e
. e’ dt.
Pour a > 0, étudier la convergence de o
Z ah=1 ¥
n>1 Exercice 20 [ 02826 ] [Correction]
Calculer
/ o Int d
Exercice 15 [o02822] [Correction] o t*+a?
Soit f: Ry — R dérivable. ol a > 0.
(a) Si f’ est bornée sur R, montrer que f est uniformément continue sur R, .
(b) Si ‘f’(x)’ — EEOO quand x — 400, montrer que f n’est pas uniformément Exercice 21 [ 02827 ] [Correction]
continue sur K. Trouver une expression simple de
T sin? ¢ dat
Exercice 16 [ 02812 ] [Correction| o (1 —=2xcost+ 22)(1 —2ycost+ y2)
Soit f:]0;4o00][ — R telle que
oux,y€]-1;1].
— 2
lim f(z) = 0 et lim 2 =@/
z—0 z—0 \/E
Exercice 22 [o2s879 | [Correction]
Trouver un équivalent simple en 0 de f. (a) Donner la nature de Dintégrale
T gint
Exercice 17 [ 02813 ] [Correction] 0 ¢ dt.

Soient f et g des fonctions continues de [0;1] dans [0;1] telles que fog=go f. o ,
(a) Montrer que I’ensemble des points fixes de f posséde un plus grand et un plus 1l pose pour tout réel &
petit élément. /+oo sint
x

(b) Montrer I'existence de ¢ € [0;1] tel que f(¢) = g(c).
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(b) Montrer que f est de classe C! sur R et exprimer sa dérivée.

(c) Calculer
+oo
/ f(t)dt.
0

Exercice 23 [o02829 ] [Correction]

Donner un exemple de f € C°(R,, R, ) intégrable et non bornée.

Exercice 24 [o02824] [Correction]
Existence et calcul de

/2
/ Vtan 6 dé.
0

Exercice 25 [o02825] [Correction]
Existence et calcul éventuel de

+oo 1
| et
oo 14 (t+1b)2

Exercice 26 |[o03ss4] [Correction]

Pour a € R, étudier ’existence et déterminer I’éventuelle valeur de

/+°° da
0o i4+ar+1

Exercice 27 [o02834] [Correction]

Siz > 1, on pose
+o00 1

((z) = oy
n=1 n

(a) Quelle est la limite de {(z) quand = — +00?

our quels réels x la série =" converge-t-elle
b) P Is réels z la série Y <M gn ge-t-elle ?

(c) Si N
n=2

montrer que F est continue sur [—1;1[ et de classe C* sur |—1;1][.

(d) Donner une expression plus simple de F(x)

Exercice 28 [02839] [Correction]
On pose

() = 1 et wny1(x) = /0 un(t — 12 dt

pour tout réel z € [0;1] et tout entier naturel n.
Montrer que la série de terme général u,, est normalement convergente.

Exercice 29 02833 ] [Correction]

On note U ’ensemble des complexes de module 1 et on considére w un complexe
de module # 1.

Exprimer une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

1

zZ—Ww

A d

soit limite uniforme sur U d’une suite de fonctions polynomiales.

Exercice 30 03754 ] [Correction]
Soit f: Ry — R continue décroissante et intégrable.
Montrer lexistence d’une fonction ¢g: R; — R continue vérifiant

Ve e Ry, gz +1) —g(x) = f(2).

Exercice 31 [o2830] [Correction]

On pose, pour z > 0,
1

fo(@) = m-

Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite de fonctions (f,)pen--

Exercice 32 [o02835] [Correction]

Siz>0etne N soit
n®n!

T Mo @+ k)

(a) Montrer existence de I'(z) = lim,— 400 fn(2).
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(b) Montrer Exercice 35 [o03203] [Correction]

=¥/ T Définition, continuité et dérivabilité de
Inl(z) =—Inz —ya + Z(n — ln(l + n)>
n=1

+o0 T
S:x— Z _.
2.2
(c) Montrer que I' est une fonction de classe C!. — n(l+n?z?)

Exercice 36 |[o027238] [Correction]
Soit M € M,,(C). Montrer ’équivalence de :
(i) toute valeur propre de M est de module strictement inférieur a 1;
nere—nT (ii) la suite (M) tend vers 0;
2l (iii) la série de terme général M* converge.

Exercice 33 [o02836] [Correction]
Soit « un réel. Pour tout entier n > 0 et tout réel x, on pose

Up () = ’

On note [ le domaine de définition de
o Exercice 37 [o03925] [Correction]
S Z Un (). Soit A € M,,(R) une matrice antisymétrique telle que la suite (A*),cy converge
o vers B dans M,,(R).

Que dire de B?
Déterminer 1.

)
b) Montrer que S est continue sur R .
At 1 R.? Exercice 38 | o266 | [Correction]
(¢) A-t-on convergence normale sur R Soit (E, |- ||) un espace vectoriel normé sur K(K = R ou C).
(d) On suppose a > 2. Montrer que (a) Montrer que pour tous x,y € E
o0
S () Il + iyl < 2max{ + ., Iz ~ o1}
hEn (b) Montrer que I'on peut avoir ’égalité avec = # 0 et y # 0.
ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo. Désormais la norme est euclidienne.
La convergence de la série de fonctions Y u, est-elle uniforme sur I? (c) Montrer que pour tous x,y € F
(e) Etudier la continuité de S sur I.
Izl + lyll < V2max{|lz +yl|, |z — y }.
. . (d) Peut-on améliorer la constantey/2?
Exercice 34 [o2837] [Correction]
On pose
too n . .
S(a) = Z x Exercice 39 [o02832] [Correction]
—1+ xn’ Soient d un entier naturel et (f,,) une suite de fonctions polynomiales de R dans R

. de degré au plus d. On suppose que cette suite converge simplement.
Etudier le domaine de déﬁnition, la continuité, la, dérivabilité de S. Donner un Montrer que la limite est po]ynomiale de degré au p]us d’ la convergence étant de
équivalent de S en O et en 1. plus uniforme sur tout segment.
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Exercice 40 [o2741] [Correction]
Soit K € C([0; 1]2,R) non nulle telle que

V(x,y) € [0;1]2,K($,y) = K(y,.’l’,‘)
On note E =C([0;1],R). Pour f € E, soit
1
o(f)ae0it]~ [ Kepfwder

(a) Vérifier que ® € L(E).
(b) L’application ® est-elle continue pour || - || ? pour || - ||, ?

(c) Montrer que
Vg€ E (2(f)lg) = (f]2(9)):

1 -1
Q= (Orgxa%(l/o ‘K(;my)’dy) .

YA€ ]-Q;Q[Vh e B,3f € E,h = f — \&().

Soit

(d) Montrer

(e) Si A € R*, montrer que :

1
dim Ker(® — AId) < 2 / . K(z,y)? dz dy.
[0:1]

Exercice 41 |[o2828] [Correction]
Soit f € C([a;b],R). On suppose que pour tout n € N,

b
/ 2" f(x)dz =0.

(a) Montrer que la fonction f est nulle.
(b) Calculer

+o00
I, = / e~ (=07 g,
0

(c) En déduire qu’il existe f dans C([0;+oo[, R) non nulle, telle que, pour tout n
dans N, on ait

—+oo
/ 2" f(x)dz = 0.
0

Exercice 42 [o2774 | [Correction]

(a) Chercher les fonctions f: [0;1] — [0;1] continues vérifiant
fof=1F

(b) Méme question avec les fonctions dérivables.

Exercice 43 |[o2r70 | [Correction]
On munit Pespace des suites bornées réelles B(N,R) de la norme

[ullo = supy, (|un)-

(a) Montrer que l’ensemble des suites convergentes est un fermé de B(N, R).

(b) Montrer que l'ensemble des suites (a,) qui sont terme général d’une série
absolument convergente n’est pas un fermé de B(N,R).

Exercice 44 [02780] [Correction]
On note E l’ensemble des fonctions réelles définies et continues sur [0;+oo] et
dont le carré est intégrable. On admet que E est un espace vectoriel réel. On le

munit de la norme
“+oo
I,: ,//O £2(8) dt.

On note Ey I’ensemble des f € E telles que f est nulle hors d’un gertain segment.
On note F I’ensemble des fonctions de F du type = +— P(e™®)e ™ /2 ot P
parcourt R[X]. Montrer que Ey est dense dans E puis que F est dense dans E.

Exercice 45 [o2771 | [Correction]
Soit E ’ensemble des suites (a,)n>0 de C telles que la série 3 |a,| converge. Si
a = (an)n>0 appartient & E, on pose

+oo
lall =) lan .
n=0

(a) Montrer que || - || est une norme sur E.
(b) Soit

“+o0
F:{aeE’ Zan:1}.
n=0
L’ensemble F est-il ouvert ? fermé ? borné ?
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Exercice 46 |[o02773] [Correction]
Pour n € N*, O,, désigne I’ensemble des polynomes réels de degré n scindés a

racines simples et F), ’ensemble des polynémes de R,,[X] scindés & racines simples.

Ces ensemble sont-ils ouverts dans R, [X]?

Exercice 47 [o2772 ] [Correction]
Soient f une fonction de R dans R et

I = {(z, f(x) | ¢ € R}

son graphe.
a) On suppose f continue. Montrer que I'; est fermé.
f
(b) On suppose f bornée et I'y est fermé dans R?. Montrer que f est continue.

(c) Le résultat précédent subsiste-t-il si ’on ne suppose plus f bornée?

Exercice 48 [o2778] [Correction]
Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de
dimension finie de E.

(a) Montrer
Ve e E,Jy € F,d(z, F) = ||z — y]| .

(b) Montrer, si F' # E, qu'’il existe u € E tel que d(u, F) = ||u|| = 1.
(c) Montrer que E est de dimension finie si, et seulement si, la boule unité
fermée B = {z € E| ||z|| < 1} est une partie compacte.

Exercice 49 [o02776 ] [Correction]

Soient E; et E5 deux espaces vectoriels normés réels, f une application de Fy
dans Es telle que pour tout compact K de E,, f~1(K) soit un compact de Ej.
Montrer, si F' est un fermé de E7, que f(F') est un fermé de Fs.

Exercice 50 [o02s853] [Correction]
On pose

pour n € N*.
(a) Etudier la convergence de la série Z:ﬁ a,x" entiére pour x réel.
On note f(x) la somme de cette série entiére.

(b) La fonction f est-elle continue en —17

(c) Donner un équivalent simple de f en 17.

Exercice 51 [o2852] [Correction]
Domaine de définition et étude aux bornes de

“+o0
1

E In (1 + >z"
n

n=1

Exercice 52 [o02s850 | [Correction]
On pose ag = 1 puis pour tout n € N

~ n
an+1 = Z (k) An—kak-

k=0

Calculer les a,, en utilisant la série entiére de terme général <™.

Exercice 53 [02845] [Correction]
Rayon de convergence et somme de

—+oo
x2n+1

= 3n+2

Exercice 54 |[o02844 | [Correction]

a) Soit (a,) une suite complexe. On suppose que la série entiére a,x™ a pour
(a) n D ppose q n D

rayon de convergence R. Déterminer les rayons de convergence de

n

Z(an Inn)z" et Z (an Z ;) ™.
k=1

+001

(b) Donner un équivalent simple de > "~ In(n)z™ quand z — 1~.

Exercice 55 [o02854] [Correction]
Soit une série entiére Y~ a,z" de rayon de convergence R > 0 et de somme

f(2).

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement -

dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 17 aott 2017

Enoncés

(a) Montrer que pour 0 < r < R,

2

S anl* 2 = ﬁ/o | £(rei®)|* a6.
n=0

(b) Que dire de f si |f| admet un maximum local en 07

(c) On suppose maintenant que R = +o00 et qu’il existe P € Ry[X] tel que
|f(2)| < P(]z|) pour tout z complexe. Montrer que f € Cy[X].

Exercice 56 [ 02856 [Correction]

Soient B = {z € C,|z| < 1} et f une fonction continue de B dans C dont la
restriction & B° est somme d’une série entiére. Montrer qu’il existe une suite
(Pi)k>0 de polynome convergeant uniformément vers f sur B.

Exercice 57 [o02s848] [Correction]
Pour z € |-1;1[ et a € R, établir

—+oo n .
A xsin o
— sin(na) = arctan| ——— .
n

(]

1—zcosa
n=1

Exercice 58 [o02857 ] [Correction]

Développer en série entiére
/ v dt
x — -
N

Exercice 59 [o02422] [Correction]

(a) Déterminer la décomposition en éléments simples de

1
(X +1)m(X —1)n

avec m,n deux entiers non nuls.

(b) Déterminer deux polynémes U et V tels que

X+1)"UX)+ (X -1)"V(X) =1

Exercice 60 |[o2858] [Correction]

Développer en série entiére f: x — v/ x + /1 + 22 au voisinage de 0.

Exercice 61 [o02859 ] [Correction]

(a) Montrer,sit e R :

|t|n+l
< — .
~ (n+1)!

it (it)*
¢ _kz !

=0

(b) Soit f € C°(R,R) telle que (f+0?|t”| | f(t)] dt) soit bornée.

n>0
Montrer que F': z fj;o el f(t) est développable en série entiére en 0.

Exercice 62 |[o3747 | [Correction]

(a) Donner I'ensemble de définition de
+00 1
= In({1+ = |z"™.
=2 m(1+ 1)

1 (—1)FQ/=
(b) Calculer f(—1) et [; ~——

(c) Donner un équivalent de fen z =1

dz oul E est la fonction partie entiére.

Exercice 63 [ 02865 ] [Correction]
Etudier la limite de la suite de terme général

1
I, = n/ In(1 +¢™) dt.
0

Exercice 64 [ 02841 ] [Correction]
On note a,, la n-iéme décimale de /3.
Quel est l'intervalle de définition de Z:ﬁ anx™?

Exercice 65 [o02s08] [Correction]
Calculer
+oo 1

Z(3n+2)><3”'

n=0
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Exercice 66 [ 02847 ] [Correction]

(a) Déterminer le rayon de convergence R de

n>0

(b) Pour x € |—R; R| calculer la somme précédente.

Exercice 67 |[o02842] [Correction]
Quel est le rayon de convergence de S vV 2202

Exercice 68 [02843] [Correction]
Soit o € R. Quel est le rayon de convergence de )~ -,

Exercice 69 |o02855 | [Correction]

Pour n € N*, on pose
+oo
I, = / et dt.
1

(a) Déterminer la limite de (I,).

(b) Donner un équivalent de (I,).

(c) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére de terme général

I,z™. Etudier sa convergence en R et en —R.

Exercice 70 [o2874] [Correction]
Etudier

1
t—1
Iz :C»—)/ L e,

Exercice 71 [o2863] [Correction]

(a) Etablir pour a,b > 0 l'égalité

1 4a—1 +oo n
t (=1
dt = .
/0 1+ ¢tb Z a+nb

n=0

n!
>
I1x3x---x(2n+1)

cos(na) n

(b) Calculer

Exercice 72 [o2s873] [Correction]
Pour tout z réel, on pose

Fz) = /0 T eOS(T) 4y et g(a) = / T sin(t) g,

Vi

0 Vi

Existence et calcul de ces deux intégrales.

Exercice 73 [ 00933 ] [Correction]
Etablir

1 400 n—1
(1)

“dr = _
/017 ’ n"

Exercice 74 |[o2s862 | [Correction]
Calculer

—+oo

lim
n—-+oo 0

Exercice 75 [oo0150 | [Correction]

n=1

n!

TENCET

Soit f € C°(R,,Ry) bornée. On pose, pour n € N,

+oo
I, = / nf(t)e " dt.
0

Déterminer la limite de I,, quand n — +oo.

Exercice 76 [o2s71 ] [Correction]
Pour z € R, on pose

(a) Définition de f.
(b) Continuité et dérivabilité de f.
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(c) Ecrire f(1) comme somme de série.

Exercice 77 [o02875] [Correction]
Soit Q@ = {z € C|Rez > —1}. Si z € Q, on pose

1 7
f(z):/o Lo

(a) Montrer que f est définie et continue sur (2.

(b) Donner un équivalent de f(z) quand z tend vers —1.

(c) Donner un équivalent de f(z) quand Re(z) — +o0.

Exercice 78 [o2881] [Correction]

Existence et calcul de )
T In(1 t
/ n(1+ xcost) dt.
0 cost

Exercice 79 [o2880] [Correction]
Montrer que, pour tout x réel positif,

+oo x
/ arctan(z/t) gt = / Int i@t
0 1422 o 21

Exercice 80 [o2882] [Correction]

On pose, pour = > 0,
1 +oo 1— eftw
—_ —_— dt-
=1 [ e

Montrer que f est de classe C? sur ]0; +oo[ et trouver des équivalents simples de f
en 0 et en 4o00.

Exercice 81 [o2s876] [Correction]

Existence et calcul de 00 (42 4 12)
In(z* +1
= D — dt-
f($> /0 14+ t2

Exercice 82 [o2s807 ] [Correction]

(a) Pour (m,n) € N?, calculer

1
/ 2™(1 — )" da.
0

Pour p € Z, montrer I'existence de

(b) Calculer Sp et S_;.

(c) Sip €N, proposer une méthode de calcul de S,,.

Exercice 83 [o2s872] [Correction]
Pour x € R, soit

(a
(b
(c
(d

Calculer f(x) si x € R%.

— — —

Exercice 84 [o2s840] [Correction]

(a) Si(s,\) € RY x C, quelle est

Justifier la définition de f(z).

1 *
Montrer que f est classe C* sur R .

Montrer que f est continue en 0. Qu’en déduit-on ?

la nature de la série de terme général

)\TL
s(s+1)...(s+n)

pour n > 07?7 A ) fixé, on note Ay ’ensemble des s > 0 tels que la série

converge, et on note Fy(s) la

(b) Calculer limg_ssup A, Fr(s).

somme de cette série.

(c) Donner un équivalent de F)(s) quand s — inf Aj.

(d) Sin > 1, calculer :
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(e) En déduire une expression intégrale de F(s).

Exercice 85 [o02864] [Correction]
Existence et calcul de

1
Int
[t
o 1—t

Le résultat est & exprimer a l’aide de ((2).

Exercice 86 [02866] [Correction]
Soit (an)n>0 une suite bornée. Calculer

+oo +oo tp
lim e 2t Z ap— | dt.
n—-+oo 0 p'

p=n

Exercice 87 [02869 ] [Correction]

Montrer
o0 1
Ejn_n:i/ ttde.
n=1 0

Exercice 88 [o2s870] [Correction]
Si x> 1, on pose ((z) = 3.9 L. Montrer

n=1 n=

+oo 1

+oo
/2 (C(x) — 1) da = sz

Exercice 89 [oo118] [Correction]

Soit, pour n € N,
/2 T n
Unp, :/ (cos( sin:n)) dx.
0 2

(a) Etudier la convergence de la suite (uy,)n>0-

(b) Quelle est la nature de la série de terme général u,, 7

Exercice 90 |[o32s87 ] [Correction]
Donner la nature de la série de terme général

+oo
Uy = / e tcos? tdt.
0

Exercice 91 [o02893] [Correction]

Résoudre sur |0; 7|

y" + 1y = cotx.

Exercice 92 |[o02894 ] [Correction]

(a) Résoudre sur R* par variation des constantes ’équation différentielle

y' +y=1/x.

(b) En déduire une expression de

valable pour = > 0.
(c) Calculer

“+oo
fla) = [ e

14 ¢2

+0o0 o3
sint
[,
O t

Exercice 93 [ 02896 | [Correction]
Soit f € C*(R,C) 2m-périodique. Existe-t-il y € C* (R, C) 2w-périodique et

solution de

y'+y=17

Exercice 94 [02895] [Correction]
Soit f € C*(R4,R) monotone ayant une limite finie en +oo.
Montrer que les solutions de ’équation y” + y = f sont bornées.

Exercice 95 [ 02890 ] [Correction]

Trouver les fonctions f:

R — R continues telles que pour tout x réel

flx) 2/030 f(t)cos(z —t)dt = 1.
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Exercice 96 |[o02892] [Correction]
Déterminer les fonctions f: R} — R dérivables telles que

Vo >0, f'(z) = f(1/).

Exercice 97 [o02889] [Correction]
Résoudre
xlnzy — (3lnz+ 1)y =0.

Exercice 98 [ 02709 | [Correction]
Soit A € M,,(K) avec K =R ou C telle que A* = I,,. Déterminer exp(A).

Exercice 99 [o02742 ] [Correction]
Soit A une matrice antisymétrique de M, (R).
Que peut-on dire de exp A7

Exercice 100 [ 00391 ] [Correction]
Résoudre le systéme différentiel suivant

r=y+z
Y=z
Z=z+y+-=z.
Exercice 101 [o2710] [Correction]
On pose
01 0
A=1|1 0 1
01 0

Sans diagonaliser la matrice A, déterminer son polynéme caractéristique, son
polynéome minimal et calculer A* pour k € N.
Evaluer exp(A4).

Exercice 102 [o2902 | [Correction]
Résoudre le systéme différentiel linéaire

=x—z

y=z+y+z
Z=—z—y+2.

Exercice 103 [ 02701 | [Correction]
Soient a € R* et

0 a a?
A=11/a 0 a
1/a®> 1/a 0

(a) Calculer le polynéme minimal de A.
(b) La matrice A est-elle diagonalisable? Si oui, la diagonaliser.

(c) Calculer e”.

Exercice 104 [ o2711 | [Correction]

Soit
0O 0 0
A=[0 0 1
0 -1 0

dans M3(R). Déterminer le polynome caractéristique et le polynome minimal de
A. Calculer exp A et exp(A) exp(*A).

Exercice 105 [o2712] [Correction]

Soit
I
A=1|j 42 1
VRl

Etudier la diagonalisabilité de A, déterminer les polynémes minimal et
caractéristique de A, calculer exp A. Proposer une généralisation en dimension n.

Exercice 106 [ 02907 | [Correction]

Soit, pour n € N*,

cos(ny)
N

On note D lensemble des (z,y) € R? tels que la série de terme général u, (v, y)

converge. On pose

Up: (,y) — "

fi(@y) =) unl(e,y).

n=1
(a) Déterminer D.

(b) Montrer que fipeo est de classe C!.
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Exercice 107 [ 02905 | [Correction] (a) Déterminer Ker ®.
On pose 5 4 (b) Soit f € E. Montrer que f est homogene de degré « si, et seulement si,
= oy (f) = of
f(x,y) = gcym ‘
y (c) Résoudre ’équation d’inconnue f € E, ®(f) = h, h étant la fonction qui a
pour x,y réels non tous deux nuls. (z,y) associe (22 + y2)3/2xy.

La fonction f admet-elle un prolongement continue & R? ? Un prolongement de
classe C! ? de classe C2?

Exercice 112 [ 02911 | [Correction]

Exercice 108 [ 02006 | [Correction] Calculer I'aire maximale d’un triangle inscrit dans un cercle de rayon r.

Soit g: R — R de classe C2. On pose

g9(x) —g(y) ' Exercice 113 [oo071 | [Correction]
flz,y) = =—=—"——pourz #yet f(x,2) =g (). [ 1
(.9) rT—y () (=) Soit a > 0. On pose, pour = > 0 et y > 0,
(a) Exprimer f(x,y) a ’aide d’une intégrale sur 'intervalle [0; 1]. s o @
s ) fly) =a"+y + —.
(b) En déduire que f est de classe C*. x

Montrer que f admet un minimum absolu et calculer ce dernier.

Exercice 109 [o2912] [Correction]
(a) Soit a € R. Trouver les f € C'(R x R, R) telles que . ]
Exercice 114 [ 02904 | [Correction]

xg+yg:af, Si p € N, soit
or oy

1
S (z,y) € R2\ {(0,0)) s Pgin ——— .
(b) Trouver toutes les f € C*(R x R*,R) telles que I (@:y) \{(©0.00} = (& +y)"sin /22 + 42

xal + yai T /3 + 3. (a) Condition nécessaire et suffisante pour que f, se prolonge par continuité en
Ox "0y (0,0)?
(b) La condition de a) étant remplie, condition nécessaire et suffisante pour que

Exercice 110 [o2010 ] [Correction] le prolongement obtenu soit différentiable en (0,0) ?

Trouver les extrema sur R? de

flay) =" +y* —2(z —y)*. Exercice 115 [ 02903 ] [Correction]
Soient (x1,...,Zn,h1,...,h,) € R, f € CL(R™,R) et, si t € R,

Exercice 111 [o02913] [Correction] g(t) = f(z1 +thy, ... 20 + thy).
On note U I'ensemble des (z,y) de R? tels que z > 0 et £ = C>®(U,R). Soit
f:U—=RetaecR;ondit que f est homogeéne de degré a si f(tz,ty) = t*f(x,y) Calculer ¢'(t).
pour tous t € R, (z,y) € U. On pose :
of

¥f € B ¥(a.p) € U.8(1)(s0) = 5 (5,0) + y 5 (0.0).
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]
On remarque

de sorte que

n 271+1 1
E Vg 2> E Uk,
k=0 k=1
Ainsi, si ) u, diverge alors > v, aussi par comparaison de séries & termes positifs.
Aussi
Ugn + + -+ + Ugnt1_y > 5 Un+1
donc

2" —1

Z Uk Z %ka.
k=1 k=1

Ainsi, si Y u, converge alors > v,, aussi par comparaison de séries & termes
positifs.

Exercice 2 : [énoncé]
Supposons que Y v, converge. Pour n? < k < (n + 1)2,

v.
0 <up <up < —
n2

donc ,
(n+1)°—1 2 2
n+1)°—n
0 > w=n )
k=n?2

ce qui permet d’affirmer que les sommes partielles de la série & termes positifs
> u, sont majorées et donc Y u, converge.

Inversement, pour u, = —z on a v, = + de sorte que Y u, converge et Y vy,
diverge.

Exercice 3 : [énoncé]
Pour t = —1,

(=1) ¢+t — _(m 4 1)(n+ 1)
i=0 j—=0

ce qui permet de conclure.

Pour ¢ # —1,

>

m

i=0 j=0

Quand m — +o0,

m

Z(_1>i+jti+j+1 N Z(_l) T

n
i=0 j=0

Do~y = Zn:(—niti“il — o

= 1+¢

i+1
it

=0

si |t] < 1 et diverge sinon. Aussi, quand |t| < 1

et quand n — +oo,

On conclut

lim
n—-+o0o0 m——+o0o

Exercice 4 : [énoncé]

Le terme

> (1)
i=0

1=

; ti-i—l 1— (_t)n+1

=t
1+t (1+41)2

1— (_t)n—i-l t

t

n

m

(1+41)2 - (141¢)%

. 2 : i+jpit+i+1
lim E (—1) Jt J = m

i=0 j=0

+oo (_1)k
k?

k=n

est bien défini en tant que reste d’une série alternée satisfaisant au critére spécial.
Pour N < K entiers,

>y

D’une part

D’autre part

n

1

k

=N

1)k N k 1)k K N 1)k
Cr_yyEly 0
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En passant & la limite quand K — +o00

N N _174:
SR

donc quand N — +o0,

Ainsi )" w, est convergente et

Exercice 5 : [énoncé]

Ona —1)"\ (=17 11 1
R )

Par le critére spécial, (;1(1)"

Par comparaison de séries a termes positifs

11 1 11

S 2np2 to n2a )~ T 2p2
est terme général d’une série convergente si, et seulement si, a > 1/2.
Finalement, la série étudiée converge si, et seulement si, a > 1/2.

Exercice 6 : [énoncé]
Posons

On peut écrire

est terme général d’une série convergente.

En séparant la somme en deux et en reprenant l'indexation de la deuxiéme somme

n—1

Z a; = Z%Sk— Zak-i-lsk
k=1

k=1 k=0

ce qui donne (sachant Sy = 0)

n n
E a E ai — g41)Sk + Any1Sn-
k=1 k=1

La suite (S,,) converge, elle est donc bornée par un certain réel M.

D’une part a,, — 0 et donc a,,4+1.5, — 0.

D’autre part |(ak - ak+1)5k| < M |ax, — ag+1] et donc la série > (a, — an11)Sn
converge absolument.

Par addition de convergence, on peut conclure que la série _ a2 converge.

Exercice 7 : [énoncé]

On a
(=)™ 1 a (=)™ (a+1) 1
n=1In{1 —=In(l14+— | =—*~— O —= |-
“ n( * vn 2"\t N on O\
Par suite, la série Y u,, converge si, et seulement si, a = —1.

Exercice 8 : [énoncé|
V2 +l=n+ 3+ O(n12> donc u,, = 1)" + O(é) est terme général d’une

série convergente.

Exercice 9 : [énoncé|

(a) Si a <1 alors
1
D e o+
k=1
et donc u, = 0sia€[0;1], u, = 1sia=1et (u,) diverge si a > 1.

Si « > 1 alors (Zz_l = | converge et donc (u,) aussi.
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(b) Casa<leta=1:u,=1, v, =0eton peut conclure.
Casa<letae0;1]:0=0,v, = tn, n2v, =e2mn+Zic gwlna 0 car

"1 1
;F a—1no—1’

Casa=1letac|0;1][:£=0,v, =u, =ecntrto)na  \pna donc S0,

converge si, et seulement si, Ina < —1 i.e. a < —1/e.
+oo
Casa>1 :g:azkzlk%,

Cybee =1 ¢
g =l BT T Yl Y e

Ainsi ) v, converge si, et seulement si, a > 2.
Dans chacun des cas précédents, on peut appliquer le critére spécial aux
séries alternées et affirmer que ) (—1)"v,, converge.

Exercice 10 : [énoncé]

On a

< DEn+1
12+22+~-~+n222k2:n(n+ )(2n + 1)
k=1

et donc

~ .
124224402 nd
Par comparaison de séries & termes positifs, la série numérique > wsrr——v
I 124224...4-n2
converge
Par décomposition en éléments simples

6 6 6 24

n(n+1)(2n+1):n+n+1 2n+ 1

En introduisant la constante d’Euler ~y, on sait

N

Z% =InN + v+ o(1).
n=1
Par décalage d’indice
N N1
;nﬂ = 2 —=In(N+1)+75—1+o0(1)

et en introduisant dans la somme les inverses des nombres pairs absents, on
obtient

Moo
;Qn—kl

On en déduit

3\'—‘

N
1

§ — 2N+1)—71nN+ 7—1+o(1).
2n

2N+1
n=2

al N'S(N 4 1)°

(2N + 1)

1
= 18 1
;12+22+...+n2 + Jro()

puis & la limite
—+oo

1
=18 —24In2.
;12+22+-~-+n2 "

Exercice 11 : [énoncé]
Par sommation géométrique

N —1)" N 1 11_ 4 N+1
£ e [ 1,

n=0 n=0
Or 1 4\N+1 1
(=tHM / ANt4 1
———dt| < A« (= — 0
/0 1+t4 ~Jo AN +5

_yn
donc > (4n le converge et

Enfin

Exercice 12 : [énoncé]

(a) La fonction f’ est bien définie et continue par morceaux sur [1;+oo[.
On a

cos(lnz) — sin(Inx)

f'@) =

x2
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et donc
2
72 .

!
z)| <
[f @) < 5
La fonction x + 1/22 étant intégrable sur [1;+o0[, il en est de méme de f’
par domination.

Par intégration par parties

n

| o= [e-m-vso]’ - [ ¢-m-vrea

n—1

donc
n

wl< [ ¢-m-nlr@las [ |10

L’intégrabilité de f’ permet d’introduire f1+°°’f’(t)| dt et d’affirmer que les
sommes partielles de la série > |u,| sont majorées via

N

N
S funl < |u1|+/1 70| dt < |u1|+/1

n=1

—+0o0

|f/(t)] dt.

La série > u,, est alors absolument convergente.

Par l’absurde, supposons que la suite (cos(lnn)) converge. La suite extraite
(cos(In2m)) = (cos(nIn2)) aussi. Notons £ sa limite.
Puisque

cos((n+1)In2) + cos((n — 1) In2) = 2cos(nln 2) cos(In 2)

on obtient a la limite 2¢ = 2 cos(In 2) et donc £ = 0.
Puisque
cos(2n1In2) = 2cos?(n1In2) — 1
on obtient aussi & la limite £ = 2¢2 — 1 ce qui est incompatible avec £ = 0.

Puisque
/ f(t)dt = — cos(lnn) + cos(In(n — 1)).
n—1

La divergence de la suite (cos(lnn)) entraine la divergence de la série

S f()dt.

Enfin, puisque la série > u,, converge, on peut alors affirmer que la série

> f(n) diverge.

Exercice 13 : [énoncé]
Posons

P, = 3k — 1) > 0.

1
n

>
Il 3
—

In(P,) = % > In(3k —1) —Inn.
k=1

Par comparaison série-intégrale

n n n+1
In2 +/ In(3t — 1)dt < > In(3k — 1) < / In(3t — 1) dt.
1 k—1 1

Or

" -1
/ (3t — 1)dt = 2"
1

InB3n—1)—n+C=nlnon+ (In3 - 1)n+ O(lnn)

et donc
n

Zln(?)k —1)=nlnn+ (In3 - 1)n+ O(lnn).
k=1
On en déduit
InP, ——1In3 -1

n—-+oo

puis

3
P, — —.
e
Exercice 14 : [énoncé]
On sait
"1
ZE =Inn+~v+o(1)
k=1
et donc
- e Ina
aZk:l i = elnalnnJr'ylnaJro(l) ~ )
n— Ina

Par équivalence de séries & termes positifs

n 1
Z a>k=1% converge <= —Ina>1
n>1

ce qui fournit la condition a < e™!.
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Exercice 15 : [énoncé]
(a) Si f’ est bornée sur R, , 'inégalité des accroissements finis assure que [ est
lipschitzienne donc uniformément continue.

(b) Supposons que f soit uniformément continue. Pour ¢ = 1 > 0, il existe un réel
a > 0 vérifiant Vo, y € R, |y — 2| <o = |f(y) — f(:v)| < 1. En particulier,
pour tout z € R, |f(x+ ) — f(x)| < 1. Or par le théoréme des accroissements
finis, il existe & € Jo; o + of vérifiant | f(z + o) — f(2)| = a|f/(&)| et donc
|f’(§z)| < 1/a. Cette propriété est incompatible avec ’f’(x)| — +00.

Exercice 16 : [énoncé]
Pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que

Yz €]050], (1 —e)va < f(z) - f(z/2) < (1+¢e)Va.

Pour z € ]0;a], /2™ € ]0; a] pour tout n € N donc

(1= e)V/a/2" < fla/2") — fla/2") < (1+2)y/a/2r .

En sommant ces inégalités et en passant & la limite quand n — 400 on obtient :

1 1
(1 —5)\/5m < fle)<(1 +€)ﬁm-

La phrase quantifiée ainsi obtenue permet d’affirmer

JT

I~

Exercice 17 : [énoncé]

(a) L’ensemble des points fixes de f est (f — Id)~1 {0}, c’est donc une partie
fermée de [0;1]. Etant fermée et bornée c’est une partie compacte. Etant de
plus non vide, cette partie admet un plus petit et un plus grand élément.

(b) Soient a < b les deux éléments précédents. L’égalité fog = go f donne
flg(a)) = g(a) et f(g(b)) = g(b).

Les réels g(a) et g(b) étant points fixes de f, on a I’encadrement
a < g(a),g(b) <.

Considérons alors la fonction continue ¢ = f — g.

On a ¢(a) =a—g(a) <0et p(b) =b—g(b) > 0.

Par application du théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction ¢
s’annule.

Exercice 18 : [énoncé]

(a) 11 suffit de raisonner par récurrence. On obtient Py(z) = 1 et pour tout n € N,
Poy1=(2-3nX%)P, + X3P,

Par récurrence, pour n > 0, deg P,, = 2(n — 1).
(b) f est continue en 0 et pour tout n € N*, f(")(x) — 0 dont par le théoréme
z—
« limite de la dérivée », on peut conclure.

(c) Py =2 a toutes ses racines réelles.
£1(0) =limg 4 o0 f/(2) = lim,—, _ o f'(2) = 0 donc par une généralisation du
théoréme de Rolle, on peut affirmer que f” s’annule sur |0; +oo[ et |[—o00;0[.
Ses annulations sont aussi des zéros de P, qui est de degré 2, donc P, a
toutes ses racines réelles.
f" g’annule aussi en 0 et en +oo. Par la généralisation du théoréme de Rolle,
on obtient 2 annulations sur ]0;4o00[ et 2 annulations sur |—oo ;0] qui seront
toutes quatre zéros de P3 qui est un polynome de degré 4,...on peut itérer la
démarche.

Exercice 19 : [énoncé]
Par un argument de parité, il suffit d’établir la convergence de

—+oo +oo
. 2% .
/ it dt = / = eit” gt
0 0 2t
Formellement

2 “+oo 2
+oo +oo it +oo it
2 2t .2 e —1 1 e —1
it it
dt = —e'" dt = — dt
/0 ¢ /,oo 2° [ 2it 1 t o 0 2
0

ot la primitive de 2te'"” a été choisie de sorte de s’annuler en 0.
Puisque les deux termes en second membre sont convergents, le théoréme
d’intégration par parties s’applique et assure la convergence de

—+00
it2
/ e’ dt.
0

Exercice 20 : [énoncé]
L’intégrabilité est entendue.
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Par le changement de variable u = a?/t on obtient
/+°° Int dt:/+°o2lna—lnudu
0o t?+a? 0 a? + u?

T Int
/ %dtzlh’la
0 t*+a 2a

donc

Exercice 21 : [énoncé]
Par le changement de variable u = tan % on parvient a l'intégrale
I /+°° 8u? du
CJo (e —2)? + (L+2)2u?)((1-y)2 + (1 +y)?u?)

On peut réaliser une décomposition en éléments simples réelles de la fraction
rationnelle intégrée qui pour des raisons de parité sera de la forme

a b c
1—i-u2Jr (1—2)2+ (1+ z)%u? * (1—-y)2+(1+y)2u?

avec
1 (-2 +a)? _ (A-yP+y)?
2zy’ 2a(z — y)(1 — zy) 2y(y — x)(1 — xy)
sous réserve que = # y et xy # 0.
Puisque

vl 3

/+°° du 1
o a?+p%u of
on parvient &

T ( 1 1— 22 1—y? ) B T

2\ 2zy 2z(@-y)l-ay) 2yl@-y(l-zy)) 20-xy)
Les cas exclus = # y et xy # 0 peuvent étre récupérés par continuité.

Il m’a peut-étre échappé une démarche plus simple. . .

I =

Exercice 22 : [énoncé]

(a) La fonction ¢ — sin(t)/t est définie et continue par morceaux sur |0;+oo[. On
peut la prolonger par continuité en 0 en y posant la valeur 1. Par intégration

par parties ou 1’on intégre ’expression sint en 1 — cost

/‘Tsintdt: [1cost}z+/wlgostdt.
. 1 T P

Quand z — +o00, on a
1 —cosz

T

1 - t *1 - t
/ Ccos " / CcOoS ;
12 t2

0 0

cette derniére intégrale étant convergente car la fonction peut étre prolongée
par continuité en 0 et est dominée par la fonction intégrable ¢ — 1/t? en +oo.

Soit F' la primitive s’annulant en 0 du prolongement par continuité de
t +— sin(t)/t. On a
f(z) =lim F — F(x).
“+o0

Puisque la fonction F est de classe C', la fonction f est aussi de classe C' sur
R et

Fa) = —Fl(a) = -2

X

Par intégration par parties,

/Omf(t)dt: {tf(t)]z—/Omtf’(t)dt:mf(g;)+/Omsintdt_

Or N . N
< sint cost] ™™ * cost
[Ty [t e,
Lt t o, ot
donc oo
t
xf(m):cosx—:v/ %dt
x
puis

Mais par intégration par parties on établit encore

+oc0 . “+o0 +oo .
cost sint sint
/ -z &= {2} -2 / 5 dt
z t t . - t

+o0 . o0
sint 2dt 1
/z 2t3dt‘ = / e

ce qui permet d’affirmer

avec
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Finalement f0+oo f(t)dt converge et

+oo
/ Ft)dt = 1.
0

Exercice 23 : [énoncé]
On peut prendre f nulle sur [0;1], puis pour chaque intervalle [n;n + 1] avec
n € N*| la fonction f affine par morceaux définie par les nceuds f(n) = 0,

f(n+ 7,3) =n, f(n+ %) =0et f(n+1) =0 ce qui définit une fonction f positive
continue vérifiant f:“ f= n% et donc intégrable sur R bien que non bornée.
Exercice 24 : [énoncé]
On a
o d = sin(mw/2 — cosh 1
0=n/2—h \| cos(m/2 — sin h \f

donc l'intégrale est bien définie.
/2 oo 92 T
Vtanfdf = / ——du=—
A u=+vtan 6 J0 1+ ut \/i

aprés calculs. ..

Exercice 25 : [énoncé]
On peut écrire
14 (t+ib)? = (t+i(b+ 1)) (t +i(b—1)).
Si b = %1 la fonction n’est pas intégrable sur R & cause d’une singularité en 0.
Si b # £1 alors la fonction f: t — m est continue par morceaux sur R et

f) = O()

En procédant & une décomposition en éléments simples :

quand ¢t — +oo donc f est intégrable sur R.

4 dt i1 £\ i1 £ N4 JE
_ Lo 2 R R 12 —a— VA
/7,4 TF T 2 {21n(t +(b+1) )+arctan<b+1>}_14 5 [ZIH(t +(b-1) )—i—arctan(b_l)]_A.xO: ot z, =

Si [b] > 1 alors

/+oo dt B
Coo L (4102

/+oo dt B
coo L (t+1i0)2

Si [b] < 1 alors

Exercice 26 : [énoncé]

Le discriminant du trindome z2? + az + 1 vaut A = a? — 4.

Cas |o| < 2

On a A <0, le trinome ne s’annule pas et la fonction z + 1/(2% + ax + 1) est
définie et continue par morceaux sur [0;4oo[. La fonction est intégrable car
équivalente a 1/22 en +oc.

Cas « > 2, le trinome ne s’annule pas sur [0;+oo[ car il est somme de termes
positifs. A nouveau la fonction 2 — 1/(x? + ax + 1) est intégrable sur [0; 4+oo].
Cas o < 2, le trinéme 2 + ax + 1 présente deux racines positives et la fonction
x> 1/(2? + ax + 1) n’est pas définie sur l'intégralité de I'intervalle ]0; +oo.
Meéme en découpant l'intégrale aux points singuliers, on peut observer que les
intégrales introduites ne sont pas définies. On ne parvient donc pas & donner un
sens & l'intégrale étudiée dans ce cas.

Reste a calculer I'intégrale.

Cas |a| < 2

Le trinome 22 + ax + 1 s’écrit peut se réécrire

+a2+ ? -9
X - a” avec a = - —.
2 4

On a alors
/+°° dz 1 27 +a\] T
T = — arctan
0 ¢+ ox+1 a a o
puis
/+°° dx 1/m ; o
————— = —| — —arctan| — ] |.
0 T24ar+1 al\2 a
Casaa=2
/+°° dz B 1 +°°_1
o x2422+1 r+1[,
Casa > 2

Le trinome 22 + oz + 1 & deux racines g, 21 distinctes strictement négatives.

—a—i—\/Z

2 2
Par décomposition en éléments
1 _a b

24+ar+1 z—20 x—11

avec
1 1 b 1
a = = —eth= = —aq.
r1—x0 VA To — T3
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On a alors

/+°o dx B 1 [ln(x_%)]Jroo—llna—’_\/Z
o wX+ar+l oz —x0 r—z1/)], VA a—VA

Exercice 27 : [énoncé]

(a) Posons u,(z) =1/n" définie sur |1 ;+4o0].
La série de fonctions > u, converge simplement sur |1
bonne définition de {(x).
Plus précisément, pour a > 1, on a

; +oo[ ce qui assure la

convergente

) avec Zun(a)

et il y a donc convergence normale (et donc uniforme) de la série de fonctions
Uy, sur [a;+ool.
Puisque

sSup |un(x)| :un(a
z€[a;+o00]

{1 sin=1
un () ” .
z—=+o0 |0 sin>2

on peut appliquer le théoréme de la double limite et affirmer que ¢ tend en
400 vers la somme convergente des limites

@) b

(b) Posons v, (x) = ((n)z™/n. Pour x # 0, on a

Un+1 (33)
v ()

n—-+oo |$| ’

Par le critére de d’Alembert, la série converge pour || < 1 et diverge pour
|z| > 1 (en fait le rayon de convergence de cette série entiére vaut 1).
Pour z =1, il y a divergence car

o) 1

n n

Pour x = —1, il y a convergence en vertu du critére spécial des séries
alternées. En effet, la suite ((—1)"((n)/n) est alternée et décroit en valeur
absolue vers 0 notamment car {(n + 1) < {(n).

(c) En tant que somme d’une série entiére de rayon de convergence 1, la fonction
F est assurément de classe C! (et méme C*°) sur |—1;1][.
Les fonctions v, sont continues sur [—1;0] et 'on vérifie que la série > v, (x)
satisfait le critére spécial des séries alternées pour tout « € [—1;0]. On peut
alors majorer le reste de cette série par son premier terme

),

n

“+oo

Z vg ()

k=n-+1

< Jvpga ()| <

Ce dernier majorant étant uniforme de limite nulle, on peut affirmer qu’il y a
convergence uniforme de la série de fonctions ) v, sur [-1;0] et sa somme F
est donc continue.

(d) Par dérivation de la somme d’une série entiére, on obtient pour = € |—1;1],

+oo o0 n
Z<n+1 =22
n=1p= 1

On peut permuter les deux sommes par le théoréme de Fubini car il y a
convergence des séries

>l

p>1

D E

n>1p=1

n+1

On en déduit aprés sommation géométrique

SEE e E e 1y

== mplp—2) H\p-z p

La série de fonction associée converge normalement sur tout segment de
]—1;1[ et on peut donc intégrer terme & terme

F(a:):F(O)+/O F'(t)dt = /ﬁoo(—l)dt

_Jio/ 7—fdt Zln( x)i

Exercice 28 : [énoncé]
Remarquons que pour tout ¢ € [0;1],

t—t2€[0;1/4].
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Pour z € [0;1/4],

1
’Un+1(l’)’ <z ||Un||oo,[o;1/4] < 1 ||un||oo,[0;1/4] :

Par une récurrence facile, on obtient

1
< —.
Hun||oo,[0;1/4] = 4n

Par la remarque initiale, pour tout x € [0;1],
1
tn+1(2)] < Nunll oo 0.1 /4] < an

donc
1

||un+1Hoo,[o;1] < i

On peut conclure que la série Y u,, est normalement convergente.

Exercice 29 : [énoncé]
Si |w|] > 1 alors

n

1 112,

Z—w  w wn
n=0
et la convergence normale sur U de la série assure la convergence uniforme d’une

suite de polynomes vers

Z

z2—w
Si |w| < 1, on peut remarquer que pour k € N,

2w e_ike +oo 27 (e ( )
- do = w”/ e i(nt(k+1))0 49 = (.

Si z +— P,(z) est une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément
sur U vers z — ﬁ alors

27 27
— 1 dé
/ P, (el?) 7 do / - 5 # 0.
0 el —w n—+oo  fy |ela — wl

Or par le calcul précédent, on peut affirmer

2 1
/ P(e?) =, dg = 0.
0 e —w

On conclut & une absurdité.
La condition cherchée est |w| > 1.

Exercice 30 : [énoncé]

Puisque la fonction f est décroissante, elle admet une limite en +o0o. Puisque la
fonction f est aussi intégrable cette limite est nécessairement nulle. En particulier,
la fonction f est positive.

Par télescopage, on observe

N—

[

g9(x+N) —g(x) flz+ k)

k=0

et g’il 'on s’adjoint la contrainte d’une limite nulle & g en 400, on est tenté de
poser

+00
g(x) ==Y flz+k).
k=0

Il reste & montrer que cette fonction est bien définie et continue ce qui sera obtenu
par un argument de convergence normale. Soit x € Ry. On a pour k > 1

0< fla+k) < f(k) < ' £(t) dt
k—1

donc

k
sup |f(z+ k)| < /kil f()dt.

zeR4

Par intégrabilité de f, il y a convergence de la série

k
> f(t)dt
k-1
et donc convergence normale de la série de fonctions

> flz+k).

E>1

L’adjonction du terme d’indice & = 0 ne change rien et ’on peut conclure.
On vient ainsi de trouver une solution au probléme posé, d’autres solutions s’en
déduisent par ajout d’une constante.

Exercice 31 : [énoncé]

Quand p — o0,
1 1

*>
(14z)t+/r " 1+

fo(z) = = f(@).
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On a

Or, pour « € ]0; 1], la fonction x +— (1 4 x)® est concave ce qui permet d’affirmer

(1+2)/7 -1
(1+z)+1/p

f(x) = fp(z) =

0<(1+4+2)*<l+ax
pour tout z > 0 et donc
1 x 1 x 1
- < — < —.

Puisque |[f = fpll o, <

Exercice 32 :

(a)

, la convergence est uniforme sur R, .

[énoncé]

I fo1(2) — In fo(2) = xln(l + ;) (4 1) —In(@+n+1) = o(l).

n2

La série > In f,4+1(z) — In f,, () converge donc la suite (In f,(z)) converge
puis (fn(x)) converge vers un réel strictement positif.

InD(z) = lim <x1nn+ > k- In(z+ k))
k=1 k=0

avec zlnn+ Y p  Ink—>7} In(zx+k)=zlnn—Inz—-Y,_, ln(1+ f)

Or la série Y

—In{1+ ﬁ)) est absolument convergente car de terme
général en O(1/n?) et

Z(z - ln(l + i)) =zlnn+yx+o(l) —
k=1

donc

InT(z) = —1nx—m++f(z —ln<1—|— D)

n=1

(c)

Exercice 33

(a)

Posons fp(z) = £ — 1n<1 + fl) pour x > 0etn > 1. f, est C!, Y f, converge

simplement et f/ (z) = 7thrm Ce qui permet d’affirmer > fr converge

normalement sur tout segmentfa ;b C RY.

: [énoncé]

Pour z < 0, uy,(x) o T donc > u,(x) diverge grossiérement.
n—r—+00

Pour z =0, u,(z) = 0 donc Y u,(0) converge

Pour z > 0, u,(x) = o(1/n?) par croissance comparée et donc Y u, (z)

converge absolument.
On conclut I =R,

Pour [a;b] C RY,

,rLCE be—na

Hu’ﬂHoo,[a;b] = xSI[lpb ‘un(x)‘ S W

a;
donc > u,, est une série de fonctions continues convergeant normalement sur
tout segment de R . Sa somme est alors continue sur R? .

Apres étude des variations de la fonction,

1

)| = up(1/n) ~ ni—a

”UnHOQJR+ = sup |Un(1'
reR

Il y a convergence normale si, et seulement si, a < 2.

On peut écrire

> LR B I R S
kan“’“ /n) = Z+1 K+ 1 —Ekzzmlﬁﬂ 2 k:zn;le
Or par sommation géométrique

> 1 e—(n+1)/n 1

% Z efk/ni

P 4) PR
nl—e-1l/n 2e
k=n-+1

donc Y777 1 ug(1/n) ne peut tendre vers 0 quand n — +oo.
S’il y avait convergence uniforme sur R, alors

0< Z ug(1/n) < sup ug(z)] =0
k=n+1 TR [ h=nt1

ce qui vient d’étre exclu.
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(e) Si S est continue en 0 alors par sommation de terme positif

0= 3 wn(1/m) < S(1/m) - SO) -

k=n+1

ce qui est encore & exclure.

Exercice 34 : [énoncé]
Pour |z| > 1, la série est grossiérement divergente.
Pour |z] < 1,

xTL

1+ 2m
et donc la série est absolument convergente.

La fonction S est définie sur |—1;1].
Posons u,(z) =

n

~

"
14+xm*
uyp, est de classe C!, Y u,, converge simplement,

, B nx"fl
Uy (7) = m
donc pour a € [0;1],
anfl B
1 g < 7~

ce qui assure la convergence normale de > ] sur tout segment de |—1;1].
Par suite la fonction S est de classe C?.

1
S(0) = = donc S( )z:0§
Pour z € [0;1],
1 +00 400 n(p+1)
S) =5+ (-1
n=1p=0

Puisque Zp20|(—1)px"(p+1)’ converge et Y-, -, ;ﬁg (=1)Pz™P+D)| aqussi, on
peut permuter les deux sommes et affirmer

Pl

7+Z 1_xp+1

On a alors

1 -z
(1—-x)S(x) + Z )Pup(x
avec up(z) = 2P =2+ pour z € [0;1].
La fonction u, est continue sur [0; 1] et prolonge par continuité en 1 en posant
up(1) = 1/(p+1).
Le critére spécial des séries alternées s’applique a la série > (—1)Pu,(z) et donc

o0

Y (DFup(a)

k=p+1

< upta(z)

o0

et une étude de variation permet d’affirmer uy41(z) < Ainsi, la série Y uy,

- p+2
converge uniformément sur [0;1] et donc sa somme est continue en 1. Cela permet

d’affirmer

—+oo

—1)»
Z( ) =In2
— ptl

et finalement

Exercice 35 : [énoncé]

Posons
fn:x— <
" n(1+ n2z?)
Sachant
2 |nz| < 1+ nz?
on a

1
[fn@)] < 55

On en déduit que la série de fonctions Y f,, converge normalement sur R.
Les fonctions f, étant continue, la somme S est définie et continue sur R.
Les fonctions f,, sont de classe C! et

1 — n2z?
/ _
fn(x) - n(l +anQ)Q‘
Soit a > 0. Pour |x| > a,
1+ n2z? 1 1
! < = < )
|f”(x)| “n(1+n222)?2  n(l+n22?) ~ n(l+n?a?)
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On en déduit que la série de fonctions Y f;, converge normalement sur tout
segment de R*.

La somme S est donc une fonction de classe C' sur R*.

Montrons que la fonction S n’est pas dérivable en 0.

1 = 1

;(S(x) -500)=>" o T )

Par comparaison avec une intégrale

1 oo dt
~(S() = 5(0)) 2/1 T 2

Par le changement de variable u = tx

1 oo dt
L(s@) - s(0)) > / o o0

x 1+ u?) z—ot

car la fonction positive u — 1/u(1 + u?) n’est pas intégrable sur ]0;1].

Exercice 36 : [énoncé]

(i) = (ii) Le plus simple est sans doute d’utiliser la décomposition de Dunford :

M = D + N avec D diagonalisable et IV nilpotente commutant entre elles. Par la
formule du binéme de Newton, on peut calculer M* et tronquer la somme par la

nilpotence de N, on parvient alors & une somme finie de termes qui tendent vers 0
par croissance comparée. Une autre méthode, techniquement plus lourde, consiste

A introduire pé? = max{|(Mk)1’g+1 et (Mk)n,gn|} qui majorent les coefficients

de M* situés sur la diagonale (pour ¢ = 0), sur la sur-diagonale (pour ¢ = 1) etc.
En notant que p = pé < 1, on montre par récurrence sur k que

Pk < kUMY Pt ce qui permet de conclure.

(ii) = (iii) Supposons que M* — 0. On peut alors affirmer que 1 n’est pas valeur
propre de M car MX = X = M"*X = X et donc A la limite

MX =X = X = 0. Par suite la matrice I — M est inversible et puisque
(I—M)> oy MF=1— MmN ME=(1— M)~ (I - M™) dot la
convergence de la série des MF.

(iii) = (i) Soit A € Sp(M) et X # 0 tel que M X = AX. Puisque Y -, M*
converge quand rgC' > r,ona y - M¥X converge, puis Soreo AFX converge et
donc |A| < 1 (car X # 0).

Exercice 37 : [énoncé]
D’une part
t(AF) = 'B
et d’autre part
(AF) = (~1)f A"
de sorte que
Y(A%P) = (~1)?A® - B

et
t(A2p+1) — (_1)2p+1A2p+1 - —B.

Par unicité de la limite, on obtient
B='B=-B.

On en déduit que la matrice B est nulle.

Exercice 38 : [énoncé]
(a) z=3(z+y)+ i(z —y) donc
] < max{[lz +yl,ll= — yl }-
Aussi [|y|| < max{lz +y|l, [l -y} donc
[l + NIyl < 2max{lz +yl|, [l= - yll}-

(b) Sur R? avec || - || =| - ||, il y a égalité pour z = (1,0) et y = (0,1).
(c) On a déja
(Il + lyl)” < 2l +2 u]l*.
Or z = 3(z+y) + i(z — y) donne

Il = 2 (e + I + llz — ol + 2 Jal* ~ 2 o)1)
aussi
lyl* = i(l\m +yl* + lle = yl* = 2(|21* + 2 ly)1*)
donc
1 + llyll* < %(Ilaj +yll” + Il - y*)
puis

(Il + ly])* < 2max{||z + y|, ||z — y]| }*

qui permet de conclure.
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(d) Non, sur R?, il y a égalité pour z = (1,0) et y = (0, 1).

Exercice 39 : [énoncé]
Considérons «y, . . ., aq des réels deux a deux distincts et ¢: Ry[X]
par

— R+ définie

¢(P) = (P(a), - .., P(aa)).
L’application ¢ est un isomorphisme de R-espaces vectoriels de dimensions finies,
c’est aussi une application linéaire continue car les espaces engagés sont de
dimensions finies et il en est de méme de 1.
En notant f la limite simple de (f,), on a ¢(f,) = (f(ao),..., f(ag)). En notant
P Télément de Ry[X] déterminé par ¢(P) = (f(«o), - .., f(aa)), on peut écrire
©(fn) — @(P). Par continuité de I’application ¢!, on a donc f,, — P dans
Rq[X]. En choisissant sur Rq[X], la norme équivalente || - || ), on peut affirmer
que (f,) converge uniformément vers P sur le segment [a; b]
En particulier (f,) converge simplement vers P et en substance P = f.

Exercice 40 : [énoncé]

(a) Pour f € E, ®(f) € E car (x,y) — K(x,y)f(y) est continue et on intégre sur
un segment. La linéarité de ® est évidente.

(b) On a
(E163] I

el < [f I

0o et ” : ||1

< Kl 111l

et
)| dzdy < K| I1f;

donc ® est continue pour || - ||
(c) On a

Do) =[] Kepswewardy = (f16)

car

V(z,y) € [0;1]% K(2,y) = K(y, ).

(d) Rappelons que I’espace normé (E, || - || ) est complet.
Avec plus de finesse que dans les inégalités du b), on peut affirmer
le(||. <t £l
Pour h € E et |\ < Q, L’application T': f — A®(f) + h est AQ-lipschitzienne
avec [AQ| < 1. Par le théoréme du point fixe dans un espace complet,
I’application T admet un unique point fixe et donc il existe un unique f € E
vérifiant h = f — A®(f).

(e) Soit (fi,..., fp) une famille orthonormée d’éléments de Ker(® — AId). Soit
y € [0;1] fixé et ¢: x — K(z,y). On peut écrire ¢ = Z§:1 pifi + 1 avec

Y € Vect(f1,..., fp)" et

1
wi = (f;1¢) = / K(w.y)f;(2) de = Af, (y).

Par orthogonalité

1 p
/0 =302 + 62 zzuj
Jj=1

En intégrant on obtient

/ K(z,y) dxdy>Z/ N2 (y)dy = Np
[0;1]2

car les f; sont unitaires. Par suite Ker(® — Md) est de dimension finie et sa
dimension vérifie 'inégalité proposée.

Exercice 41 : [énoncé]

(a) Par le théoréeme de Weierstrass, pour tout € > 0, il existe P € R[X] tel que

If =Pl <e

OS/:F=/abf(f—P)+/abfP=/:f(f—P)S(b—a)IIfIIOOE

En faisant € — 0, on obtient fab f?=0et donc f = 0.

(b) L’intégrale étudiée est bien définie. Par intégration par parties,
(n+ 1)1, = (1 —i)Ip41-

Or Iy = % donc
(1 +i)n+t

— |
I, = !

(¢) Isp+s € R donc
—+0o0

/ 4T3 sin(x)e ™ dz = 0

0
puis
+oo . 1/4 1/4
/ uP sin(u/*)e ™" du =0
0

pour tout p € N.
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Exercice 42 : [énoncé]

(a) Soit f solution. Formons

A={ze0;1]] f(z) ==}

On a évidemment A C Im f, mais inversement, pour x € Im f, on peut écrire
x = f(a) et alors

F(@) = £(F(a)) = f(a) = 2.
Ainsi Im f C A, puis, par double inclusion, A = Im f.
On en déduit que A est un segment de R de la forme [« ; 5] car c’est I'image
d’un segment par une fonction réelle continue.
Pour tout x € [«; ], f(x) = z et pour tout =z € [0;[U]B;1], f(z) € [a; 3]
Inversement, une fonction continue vérifiant les deux conditions précédente
est solution.
Cela peut apparaitre sous la forme d’une fonction ayant I’allure suivante

(b) Soit f solution dérivable.
Si a = ( alors f est constante égale & cette valeur commune.
Si < B alors f'(a) = fi(a) =1 car f(z) =z sur [o; f].
Par suite, si « > 0, f prend des valeurs strictement inférieur & « ce qui est
contradictoire avec ’étude qui précéde. On en déduit o = 0.
De méme on obtient 8 =1 et on conclut f: z € [0;1] — x.

Exercice 43 : [énoncé]

(a) Notons C 'espace des suites convergentes de B(N,R).
Soit (u™) une suite convergente d’éléments de C' de limite u™.
Pour chaque n, posons £" = limu" = limy,, 1 o uy, .
Par le théoréme de la double limite appliquée & la suite des fonctions u™, on
peut affirmer que la suite (™) converge et que la suite u™ converge vers la
limite de (¢"*). En particulier u> € C.

(b) Notons A l’espace des suites dont le terme général est terme général d’une
série absolument convergente.
Soit (u™) la suite définie par

1
* n __
Vn € N*,Vp € Nyu, = 7(p+1)1+1/”'
La suite (u") est une suite d’éléments de A et une étude en norme || - ||
permet d’établir que u" — u™ avec u,” = p—_}_l. La suite u®° n’étant pas

élément de A, la partie A n’est pas fermée.

Exercice 44 : [énoncé]
Soit f une fonction élément de E. Pour tout € > 0, il existe un réel A vérifiant

+oo
/ fA)dt <e.

A

Considérons alors la fonction ¢: [0;+o0o] — R définie par ¢(t) = 1 pour t € [0; A],
p(t)=0pourt>A+1let o(t)=1—(t—A) pour t € [A; A+ 1]. La fonction fp
est éléments de Ey et

400
1 = felly < /A Pt <

Ainsi Fy est dense dans F.

Pour montrer maintenant que F' est dense dans F, nous allons établir que F' est
dense dans Ej.

Soit f une fonction élément de Ey. Remarquons

2e—(lnu)2

+OO 2 2 1 2
/O (f(t) - Ple e /2 dt = /0 (F(— )™/ — pu))* " du.

u=e~" u

2
o—(nw)

—(Inu 2
est intégrable sur ]0; 1] car \/ﬂ# — 0.

La fonction u —
u u—0
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La fonction g: u +— f(—Inu)e™ u)*/2 peut-étre prolongée par continuité en 0 car f
est nulle en dehors d’un segment. Par le théoréme de Weierstrass, pour tout € > 0,
il existe un polynéme P € R[X] vérifiant [g — P||, .1 < € et pour

@1t Ple~t)e=t"/2 on a alors

Inu)?

1 e,(
”f - <P||2 < Xe avec A = / - du.
0 u

Cela permet de conclure & la densité proposée.

Exercice 45 : [énoncé]

(a) Par définition de 'ensemble E, application || - || : E — R, est bien définie.

Soient (an)n>0, (bn)n>o0 éléments de E et A € R.

+oo +oo
lla+bl =D lan +bal <Y (lan| + [ba]) = llall + ]
n=0 n=0

avec convergence des séries écrites, et

—+oo +oo +oo
INall =" Aanl =D [Allan] = (A Y lan] = Al all.
n=0 n=0 n=0

Enfin, si ||a]| = 0 alors
Vn e N, |ay| < |la|| =0

donne (a,)n>0 = (0)n>0

(b) Considérons la forme linéaire

@ (an)n>0 Z G-
On vérifie

Va = (an)n>0 € E, |p(a)| =

+oo
D an
n=0

—+oo
<D lan| = lall.
n=0

La forme linéaire ¢ est donc continue.
Puisque F = ¢~ 1({1}) avec {1}, la partie F est fermée en tant qu’image
réciproque d’une partie fermée par une application continue..

Posons e = (1,0,0,..
Va>0,e+ae ¢ Fet |le— (e+ ae)|| = o

.) et un élément de F et

On en déduit que F' n’est pas un voisinage de son élément e et par
conséquent la partie F' n’est pas ouverte.
Posons of = e+ p.(1,-1,0,0,...).

VpeN,of € F et HapH —>—|—oo

La partie F' n’est donc pas bornée.

Exercice 46 : [énoncé]
Soit P € O,,. En notant z; < ...

P=oa(X —x)...

< x, ses racines, on peut écrire
(X —x,)

avec a # 0.

Posons 1, ..., Yn—1 les milieux des segments [z1 ; x2],. ..
Posons aussi yo € |—00;z1[ et y,, € |z, ; +00[.

P(yp) est du signe de (—1)"a, P(y;) est du signe de (—1)""'a,..., P(y,_1) est
du signe de (—1)«, P(y,) du signe de a. Pour simplifier I’exposé de ce qui suit, on
va supposer « > 0. La résolution se transposera aisément au cas o < 0.
Considérons ’application

@n—1 5]

fir Q € Ry [X] = Q(y:)-
RY) et £ (R

L’application f; est continue et donc fj_l( ) sont des parties
ouvertes de R, [X].

Considérons U l'intersection des ouverts
S (D R, f2 (D) 'RE), L f (RS,

Les éléments de U sont des polyndmes réels alternant de signe entre

Yo <y < ... < y,. Par application du théoréme des valeurs intermédiaires, un tel
polyndéme admet n racines distinctes et donc est scindé & racines simples. Ainsi
UCO,.Or PeU et U est ouvert donc U est voisinage de P puis O,, est
voisinage de P.

Au final O,, est ouvert car voisinage de chacun de ses éléments.
Danslecasn=1: F, = O,, et donc F,, est ouvert.

Dans le cas n = 2 : F}, réunit les polynomes P = aX? + bX + ¢ avec b? — 4ac > 0
(que a soit égal & 0 ou non). L’application P+~ b? — 4ac étant continue, on peut
affirmer que F,, est encore ouvert car image réciproque d’un ouvert pas une
application continue.

Dans le cas n > 3 : P, = X(1+ X?/n) est une suite de polynomes non scindés
convergeant vers X scindé & racines simples. Par suite F,, n’est pas ouvert.
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Exercice 47 : [énoncé]

(a)

Soit ((zn, yn))nZO une suite d’éléments de I'y. On suppose que la suite
((€n,yn)), , converge vers (oo, Yoo)- Puisque y, = f(x,), on obtient a la

limite yoo = f(2o) car f est continue.
La partie I'y est alors fermée en vertu de la caractérisation séquentielle des
parties fermées.

Soit (z,) € RN une suite de limite a € R et (y,,) = (f(x,)) son image.
Soit b une valeur d’adhérence de (y,). Il existe ¢: N — N strictement
croissante telle que

Yo(n) — b.
On a alors
(Zp(n)s Yp(n)) = (@, b)-
Or il s’agit d’une suite d’éléments du graphe I'; qui est supposé fermé. On en
déduit (a,b) € T'y et donc b = f(a).
Ainsi, la suite (y,,) ne posséde qu’une seule valeur d’adhérence. Or elle évolue
dans un compact car bornée en dimension finie et donc, si elle ne posséde

qu’'une valeur d’adhérence, elle converge vers celle-ci.
Par la caractérisation séquentielle, on peut conclure que f est continue en a.

Non, on obtient un contre-exemple avec la fonction donnée par

) 1/z siz#0
f(x)_{o siz = 0.

Le graphe de cette fonction est fermée car réunion de deux fermés

{(x,y) ’xy = 1} U {(0,0)}

mais cette fonction n’est pas continue.

Exercice 48 : [énoncé]

(a)

Par définition

d(z,F) = inf{||z —y| |y € F}.
Soit n € N. Le réel d(z, F) + 1/(n + 1) ne minore par ’ensemble
{llx—yll |y € F} et donc il existe y, € F tel que

1

En faisant varier n, cela détermine une suite (y,,) d’éléments de F' vérifiant
[ = ynll — d(z, F).

Cette suite est bornée et évolue dans I'espace vectoriel normé F' qui est de
dimension finie, elle admet donc une valeur d’adhérence y dans F' pour
laquelle on obtient

d(z, F) = ||l —yl|.

Puisque F' # E, il existe un vecteur x de E n’appartenant pas & F'. On vérifie
aisément
d(A\z, F) = |\ d(z, F)

car pour A # 0

{he=yll [ye P} ={IMa =) |y € F}.

11 est donc possible de choisir « vérifiant d(z, F) = 1.
Pour tout vecteur y € F, on a aussi d(x —y, F) =1 car

{le=z| |ze F} ={|lz—y -2 |2 € F}.

11 ne reste plus qu’a trouver y € F tel que ||z — y|| = 1. Le vecteur y € F
vérifiant d(z, F) = ||z — y|| convient. Le vecteur u = x — y est alors solution.

Si F est de dimension finie, la boule B est compacte car fermée et bornée en
dimension finie.
Inversement, supposons par ’absurde que B est compacte et F¥ de dimension
infinie. Par récurrence, on construit une suite (u,,) de vecteurs de E en
posant ug un vecteur unitaire quelconque, puis une fois ug, . .., u,
déterminés, on définit u, 11 de sorte que

d(upt1, Vect(ug, ..., up)) = |lunt1]] = 1.
Cette construction est possible par ’étude qui précéde car E est supposé de
dimension infinie.
La suite (u,,) ainsi définie est une suite d’éléments du compact B, on peut
donc en extraire une suite convergente (u,(,)). Puisque cette suite converge

[tp(nr1) = oy || = 0

or

[tpni1y = o || = d(ugniry, Vect(uo, - ., up(niny-1)) = 1.

C’est absurde.
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Exercice 49 : [énoncé]

Soit (y,) une suite convergente d’éléments de f(F') de limite yo.. On veut établir
que Yoo € f(F). Si yoo est 'un des éléments de la suite (y,,) Vaffaire est entendue.
Sans perte de généralités, on peut supposer que pour tout n € N, ¥, # Yoo-

Pour tout n € N, il existe z,, € F tel que y, = f(z,). L’ensemble

K = {yn | n € N} U {ys} est un compact de F5 donc f~1(K) est un compact de
E;. La suite (z,,) apparait comme étant une suite d’éléments du compacte
f7Y(K), on peut donc en extraire une suite convergeant dans la partie

Tp(n) = Too € f~1(K). De plus (T y(n)) étant une suite d’éléments du fermé F, on
peut affirmer 2., € F. On va maintenant établir yo, = f(2~) ce qui permettra de
conclure. Pour tout N € N, posons Ky = {y, |n > N} U{ys}. Kn est un
compact, f~1(Ky) est donc fermé et par suite zo, € f~1(Ky). Ainsi,

Too € ﬂNEN fﬁl(KN) = f71 ﬂNeN Ky |.Or ﬂNEN Ky = {yoo} donc

f(Zo0) = Yoo

Exercice 50 : [énoncé]
Notons que l'intégrale définissant a,, converge car |[tht| < 1.

(a) Pour t > n,
thn  tht 1
R

En intégrant et en exploitant thn — 1, on obtient a, ~ +.
On en déduit que R = 1. Pour x = —1, }_ a,a™ converge en vertu du critére
spécial des séries alternées car (a,) décroit vers 0.
Pour z =1, ) a,a™ diverge par 1’équivalent précédent. La fonction somme
est définie sur [—1;1].

(b) Pour z € [-1;0], on peut appliquer le critére spécial des séries alternées a la

série Y anz™ et affirmer

+oo

E akxk

k=n-+1

<ty 2" < anps

ce qui assure la convergence uniforme de la série. Par suite la fonction somme
est continue en —1.

(¢) On a

1

Gp — —
n

1—thn
< —
n

donc pour z € [0;1],

f anx" — f l::3" < f mx"
n=1 v U e L
Or +o0
Z %a:" =—In(1—2) = +oo et n2ﬂ ~2ne %" =0
n=1

donc > % est absolument convergente et la somme de la série entiére
> 1=thngn est définie et continue en 1. On en déduit

f(@) ~

r—1-

—In(1 — x).

Exercice 51 : [énoncé]

R =1, il y adivergence en z = 1 et convergence par le CSSA en z = —1.
La fonction somme est définie sur [—1;1].

Par application du critére spécial des séries alternées sur [—1;0],

= 1 1
Zln1+— z" <Inf1+——) =0
k n+1

k=n-+1
il y a donc convergence uniforme sur [—1;0] et donc continuité de la somme en —1
puis finalement sur [—1;1].
Pour étudier la fonction en 17, on peut exploiter I’encadrement

1 1 a1
<In{1l+— :ln(n—l—l)—lnn:/ — < —.
n+1 n n t n

00,[—1;0]

On en déduit pour z € [0;1],

©X g = 1 XX
< In({1+—Ja" < —.
Zn+1_ n(+71>:17 _Zn
=1 n=1 n=1
Or
+OOJ:"
E — =—In(1—2x)
n
n=1
+o0 o
et E n+1:5(7111(17@7%)36:1,71“1793)
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Finalement

+oo
Z In

n=1

~

r—1—

—In(1l —z).

1
(1e3)
n

Exercice 52
Posons b,, =

: [énoncé]
onaby=1et

(n+ Dbng1 = bprb-
k=0

Notons S la somme de la série entiére > b,a™ et posons R son rayon de
convergence.

Par récurrence, on peut affirmer |b,| <1 et donc R > 0.

Sur |-R; R[, la relation précédente donne a

S'(z) =

Apres résolution, sachant que S(0) = 1, on obtient

n
n!?

S2(z).

1
S(x) =
d’ou 'on tire a,, = n!.
Exercice 53 : [énoncé]
o2t ung 2 _
Pour z # 0, posons u,, = 477 i donc R=1.

La fonction somme S est impaire, on se limite alors & > 0.

3/2 = 2
S =
vasE) =3 g
n=0
or
+OO R R 3n+1 4
ttldt= [ ——dt
3n +2 / Z /0 1-—1¢
donc S(z) = 4/3 fo i t3 dt et il ne reste plus qu’a décomposer en éléments

51mples etc

1 23 4 223 41 1

) B 222/3 +1
624/3  2A/3 — 223 4+ 1 44/3\/3

V3

S(x) =

rm(25)-3)

Exercice 54

(a)

Exercice 55

: [énoncé]

On sait que les séries entiéres Y a,z™ et Y na,z™ ont le méme rayon de
convergence R (notamment car une série entiére et sa série dérivée ont le
méme rayon de convergence). Puisque a,, = o(a, Inn) et a, Inn = o(na,) on
peut affirmer par encadrement que la série entiére > (a, Inn)z™ a aussi pour
rayon de convergence R. De plus

"1
n 7 nl
akz::lk an Inn

donc la série entiére (an > ory i) a™ a encore pour rayon de convergence

R.

Notons que > lnnz™ a pour rayon de convergence R = 1. On sait
=Inn+~vy+o(1)

donc le terme générale

"1
Inn — -
a3k
k=1
est borné par un certain M.
Par suite
+o0 4o n —+o0
1 Mx 1
1 n Zen| < M n __ _ O
BUTORED SO ED SELEEF S CEy
n=1 n=1k=1 n=1
quand x — 1.
Or par produit de Cauchy
o0 5! In(1— 2)
kx N 11—z
n=1k=1
donc N
oo
In(1 —
Z In(n)z" ~ a(l =)
1 r—1— 1—x

: [énoncé]
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(a)

.On a

Pour 0 < r < R, il y a absolument convergence de Y a,r"

§ :a rnem9§ :a e —m9

Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on obtient

4o n

2 i _
— E § akan,ke‘(% n)@,rn‘

n=0 k=0

Puisque Z‘anr"‘ et Z]@r"’ sont absolument convergentes, par produit de
Cauchy, on peut affirmer que Y- > ak| [@n—x|r" converge. On en déduit
que la série des fonctions continues 6 Zk o OkOn_ge' i(2k=n)0pn ogt

normalement convergente et donc on peut permuter somme et intégration :

2T +oo 2r N
f(re?)* do = akan SO L)
0 0
n=0

Or f02 "elP? 9 = 0 pour tout p € Z* donc, aprés simplification des termes nuls,

1 [ NP = 2, 2m
3= | et a0 =3 ja s
m=0

Pour 0 < r < R suffisamment petit

oo 1 2T )
Zlanﬁ 2 = 3 Jag| 17" = Jag|? = 5/ [Fre)|” = 1O
n=0 0

Par intégration, d’une fonction négative, on obtient Z 1 lan 727 < 0. Or il
s’agit d’une somme de termes positifs, ils sont donc tous nuls et on en déduit

Vn € N* a,, = 0.

La fonction f est alors constante.

Posons

N
= Z apz”.
n=0
Pour tout r > 0,

+oo

n=N+1

2
Z |an|2 2n Z|an|2 2n Z|an|2 2n . _— / |f(7“ei9)—fN(7“ew)‘2d9.
0

Pour p > N + 1, on obtient

. . 2
too 5 720 1 2 ‘f(rele) _ fN(,',,ela)‘
D ol g = o o dg.
Y8 0 T
n=N+1
Or
27 | £(reif) — rei®)|? P(r 2_|_ N ap| ™ 2 O(r2N
o [T I o (PN (B ol ) O
0 répP répP rép
donc )
127 [ f(re?) = fn(re?)|
— dé 0.
2m r2p r——+o0o
Pour p=N +1,
+oo n +oo
o2 2 2 2(n—N-1)
Y el o = lavilP 4 Y Jaufr
n=N+1 n=N+2
avec
2 on—N-1) 1L = 2
D S T S
n=N+2 n=N+2

On en déduit a1 = 0 puis, en reprenant la démarche avec p = N +2,.. .,
on obtient successivement ano =0, ... et finalement f = fy € Cy[X]

Exercice 56 : [énoncé]
Notons Y a,2™ la série entiére dont la somme est égale & f sur B°.
La fonction f est continue sur un compact donc uniformément continue.
Pour tout € > 0, il existe § > 0 vérifiant

Vz,2' € B,|z— 2| <6 = |f(2) - f(¢)| <e.
Considérons alors r =1 — ¢ et g,: z — f(rz).
Pour tout z € B, |z — rz| = §|z| < & donc |f(2) — g(2)| < e. Ainsi || f — 9l <e
Puisque la série entiére > a,2" converge uniformément vers f sur tout compact
inclus dans B°, la série entiére Y a,r"z" converge uniformément vers g sur B. Il
existe donc un polynéme P vérifiant [P — g, p < e puis [|[f — P|| 5 < 2¢ ce
qui permet de conclure.
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Exercice 57 : [énoncé]
Pour || < 1, 0n a

d T sin o sin «
— | arctan = .
dx 1 —zcosa 1 —2xcosoa + x2

Par décomposition en éléments simples

SIn _ 1 1 1
1—2rcosa+az2 2i\e-ia _g ea_g)°

On reconnait une écriture en (Z — Z)/2i, c’est donc une partie imaginaire

sin o 1 el
1—-2zcosa + x2 e~lo — g 1 — zele

Par sommation géométrique

eia +oo ( )
_ iln+1)a ..n
1— xeia - Z € z
n=0
et donc

T sin o

d
@ <arctan <1—xcoso¢>) Z Sln 'fL —+ ]. Z Sln 7?,0[

Par intégration de série entiére, on obtient alors la relation proposée.

Exercice 58 : [énoncé]

Posons

T
f(x):/,oo1+t+t2'

En intégrant,

_ Qn n+1
f(x)ff(OHn;)nH *
avec o d
t
0= e

Pour calculer cette intégrale, on écrit

/0 a /0 dt 2 [arctan 2t +1
it i 1) VB V3

Apres calculs

f0)=—%=
Exercice 59 : [énoncé]
(a) En posant Y = X — 1,

1 1
X+D)™(X -1 Y*(Y +2)m

Pour Y € ]-1/2;1/2],

1 1 .
m -y, ol

Y +2)m (1 + X =

Aprés simplifications
1 :io(—l)’“ mok =1\
Y +2)m — 2m+k k '

On en déduit que la partie polaire relative au pole 1 est

On vérifie aisément la convergence de cette intégrale et la fonction f est définie et

dérivable sur R avec

1
M) —
Pour |z] < 1,
/ - 3n ~— n
f(x)_l—ﬁ (1—2x) Zm —Zanx
n=0
avec

azn = 1,a3,41 = —1 et agny2 = 0.

ag Ap—1 Gp—1

X -1 Y” Y

(-DF fm+k—1
ak:2m+k k .

avec

(77717]434’1)1/7]6

De méme, en posant Z = X + 1, la partie polaire relative au pole —1 est

b() bmfl _ bio bmfl

[C A o T
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avec

b — ()" n+k—-1
k= on+k k '
Enfin, puisque de partie entiére nulle, la fraction rationnelle étudiée est la

somme des deux parties polaires proposées.

(b) En réduisant chaque partie polaire au méme dénominateur, on obtient

o be(X + 1)"
(X+1)m

1 S ar(X -
(X +1)m(X -1 (X —1)n

Par conséquent, on posant

1
Zak Fet V(X mz:bk X +1)*
k=0

la poursuite de la réduction au méme dénominateur du calcul précédent
donne

X+1)"U(X)+ (X -1)"V(X) =1

Exercice 60 : [énoncé]
La fonction f est de classe C* sur un voisinage de 0 avec

/ _ 1 T
) = 5t
et B .
f'(x) = mf(x) + mfﬁﬂ

La fonction f est donc solution de ’équation différentielle

(2) + 2/ (@) — 2y(a) = 0

1 AW/
(L+27)y 1

avec les conditions initiales y(0) =1 et 3/(0) = 1/2.

Analyse :

Soit Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 dont la somme S est
solution de 'équation différentielle précédente. Pour tout « € |—-R; R[, on a

Z apx", S (x Z Nanx

et
“+ o0 “+ o0

S"(z) = Z n(n —1)a,z" 2 = Z(n +2)(n + 1)aps22™.

n=2 n=0

La relation (1 + 22)S”(x) + 25'(z) — S(x)/4 = 0 donne

+oo

Z((n +2)(n+ Dayio + (n* — 1/4)a,)z™ = 0.
n=0

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, on obtient la
relation

12n+1)(2n—-1)

- Gy

4 m+2)(n+1) "

(

Vn €N, apto = —

En adjoignant les conditions initiales S(0) =1 et S’(0) = 1/2, on parvient a

Lo dpet (P (dp )
T (2p)(p- D)) T T 2 (2p D)I2p - DY

Synthése :

Considérons la série entiére déterminée au terme de ’analyse. Celle-ci se
comprend comme la somme de deux séries entiéres Y agpx2p et > a2p+1x2p+1
chacune de rayon de convergence 1 car

_ @n+1)(2n-1)
 4(n+2)(n+1)

Ap+2
(293

Cette série entiére est donc de rayon de convergence R > 1 et, compte tenu des
calculs de I'analyse, sa somme est solution de I’équation différentielle

1

(z) + 2y (z) = 7y(x) = 0.

1 2\, I
(1+a2%)y 1

Elle vérifie de plus les conditions initiales y(0) = 1 et 3/(0) = 1/2. Puisque la
fonction f est aussi solution de ce probléme de Cauchy et que ce dernier posséde
une solution unique, on peut identifier f et la somme de la série entiére.

Exercice 61 : [énoncé]

(a) Appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange & la fonction ¢ — el* qui est de classe
C"tlsur R.
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(b) La convergence de l'intégrale définissant F' provient de la convergence Puisque
supposée de fjf:"f(tﬂ dt. /I (—DF dul < /w du 0
On a B U ~JE@) w mote
oo M (s too /N (ita) la nature de 'intégrale et sa valeur sont données par la limite de
/OO k" dt+/_oo - Z k! f( ) i n+l (_1)E(u) n k+1 (_1>k n 1
k=0 k=0 / 7duzz/ du:Z(—l)kln(l—i-).
avec . . . 1 v k=1"k v k=1 K
co N . n o (it n
/ k;' = Z </ (l)k# dt> z" On peut conclure
k=0 k=0 N T ' /1 (==t dz — 1n3
0 x T
+00 " (ita)F 1 +00 (c) On peut écrire
/ S S pwya < s [ 00
kok! (m+1)! J_ 1 1 1
Infl+—)=—+¢, avece, =0 — |-
n n n
compte tenu des hypothéses.
On peut alors affirmer On a alors N
“+o0 400 /i\k f( — + £ JJ
t n
Flz) = Z(/ G ¢y dt):rk nzl Z
k!
k=0 N T D’une part
avec convergence sur R de la série entiére considérée. Z Y (-2 Too
r—1—

Exercice 62 : [énoncé] et d’autre part

(a) f est la somme d’une série entiére de rayon de convergence R = 1.
Puisque In(1 + 1/n) ~ 1/n, la série n’est pas définie pour = = 1. En revanche,

+oo
"< Z len] < 4o0.
n=1

on vérifie aisément la convergence de la série en x = —1 en vertu du critére On peut donc conclure
spécial des séries alternées. Finalement f est définie sur [—1;1][. f(z) ~ —In(l—x).
. r—1—
(b) Calculons la somme partielle
2p+1 2 2N + 1)((2N)!)? i 2 [¢ <
Z In 1+ Zl p + I D T (2N +1)((2N)!) . Exer?lce 63 : [énoncé] N -
2p—1 (21\/ N!)4 Par développement en série entiére
1 too k-1
Par la formule de Stirling / In(1 + ") dt = / Z (-1 ik Q¢
F1) = 2. 0 otz k
0

Pour n > 1, il y a convergence de la série des intégrales des valeurs absolues donc

Par le changement de variable u = 1/z C' bijectif, on ne modifie par la 2 N o .
on peut donc intégrer terme & terme par le théoréme de Fubini

nature de l'intégrale et on a

1 +oo k—1
1 (_1\BE(1/2) +oo (_1)E(u) (-1
(=1) (=1) /1 1+ dt=S " —~—~2

T U 0
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On a alors
_ +oo k: 1 +oo (_1)k
ank+1 Zl :;kz(nk—i—l)
avec
+oo 1
nk + - g k:i
donc
n ln(l +t")dt — R
0 k=1
avec
+Z°° (71)k71 B 2
2
k=1
car on sait
+oo 2

™

.
[

@‘:‘

b
Il

Exercice 64 : [énoncé]

La suite (a,,) est bornée mais ne tend par vers 0 (car v/3 n’est pas un nombre
décimal).

Par conséquent, pour tout |z| < 1, la série numérique ) a,z™ converge car son
terme est dominé par le terme sommable z".

En revanche " a, 1™ diverge car (ay) ne tend par 0.

On peut conclure que le rayon de convergence de la série entiére vaut 1.

On vient de voir que la série diverge grossiérement pour x = 1, il en est de méme
pour x = —1.

On conclut que l'intervalle cherché est

]-1;1].
Exercice 65 : [énoncé]
Soit .
0 l,3n+2
S =
(2) = 3n+ 2

somme de série entiére définie sur |—1;1[.

x
E x3n+1 —
1—=x

donc
+oo 1

7122()(3n+2)><3”

—fs( ) \f/l/f tdt

ce qui donne un résultat assez monstrueux :

9(1/3)(—

2 1 1 1 1 1
3\/garctan((§3(2/3)—|—g)\/§)+gln(3)—|—éln(3+3(1/3)—|—3(2/3))—gln(—3(2/3)—|—3)—|——

18

fourni par Maple.

Exercice 66 : [énoncé]

_ n! An _ n+1l 1 _

(a) Posons a, = Tax X @i 7 O ph =gty - R=2
(b) On sait que

/2 2"n!

. 2n+1 :
t)dt =
/0 S O = e @ 1
donc

“+ o0 +o0

> =3 / sin2 (1) .

n=0

Par convergence uniforme,

+oo /2 " m/2 +0  p w/2 95
. 2n+1 T s 2ntl sin ¢
— sin t)dt = — sin t)dt = ——dt.
nE—o/O on (t) / > o (t) /O R

0 o —xsin“t

/1 du
o (2—2)+ 2u?

Ainsi

/”/2 sint
"= dt
o (2—z)+xzcos?t

+oo
g anx
n=0
puis
si x > 0 alors

—+o0
T
E apz" arctan Cp
,/ -
n=0

Siz < 0 alors

—x
an argth .
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Exercice 67 : [énoncé] Puisque
2 « x
Pour x # 0, posons u,, = 7V™ 272" Aprés calculs w(z,t) ~ t et u(z, ) 1
z—0+ Int t—1-
Un+41 2
—= ——— 7

la fonction ¢ — wu(zx,t) est intégrable sur ]0; 1] si, et seulement si, > —1.

De plus, cette fonction est positive et donc la convergence de l'intégrale équivaut a
donc R =1/+/m. Iintégrabilité de la fonction intégrande.

On en déduit que la fonction f est définie sur |—1;+oo.

La fonction u admet une dérivée partielle

Up, n—-+oo

Exercice 68 : [énoncé]

Série entiére et série entiére dérivée ont méme rayon de convergence. Etudions @(x,t) = (t - 1)t".
alors le rayon de convergence de Y cos((n + 1)a)z™. (cos((n + 1)a)) est bornée Oz
donc R > 1 et ne tend pas vers 0 donc R < 1 et finalement R = 1. Cette dérivée partielle est continue en x et continue par morceaux en t.
Pour [a;b] C]—1;400], on a
. Y . ou
Exercice 69 : [enonce] V({Lt) c [a : b] % ]0 : 1[7 8(957t)‘ S (1 _ t)ta.
(a) Pour t > 1,e " — 0 avec 0 < e *" < e~’. Par convergence dominée I,, — 0. v
(b) Par le changement de variable u = ¢" qui est un C'-difféomorphisme, Par domination sur tout segment, on peut affirmer que f est de classe C' sur
T ]—1;+o0] avec ) 1 1
I, = 7/ u n e “du. / / ©
T) = t—Dt*dt = — .
nJ1 (@) 0 ( ) r+2 x+1
Par convergence dominée, On en déduit
x+2
+oo e +oo e U f(l‘) =1In 1 + C.
/ u e “dy —— —du T+
— .
1 notee u La fonction
t—1
donc t— ——
1 400 efu d hlt
I, ~— — du.
" n /1 U b est continue sur |0; 1] et se prolonge par continuité en 0 et 1, elle est donc bornée
. o . R ) par un certain M € R, et alors
(c) Par ’équivalent précédent R =1 et la série entiére diverge en 1. Par
application du critére spécial des séries alternées, la série entiére converge en 1 M
~1. |f ()] g/ Mt* dt = — 0.
0 r+1 z—+o0

On en déduit C' = 0 puis finalement
Exercice 70 : [énoncé]
Posons flx) =1

définie et continue par morceaux sur R x ]0;1].
Pour tout x € R, la fonction ¢ — u(x,t) est continue par morceaux sur |0;1]. Exercice 71 : [énoncé]
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(a) Pour t €]0;1], on peut écrire

ot io +nb—1
_ _1)nta nb—1
3 (
1+t =

Posons

n 1— (_1)n+1t(n+l)b

S, it Z(_l)kta+kb—1 — ta_l

b
P 141¢

Les fonctions S,, sont continues par morceaux et la suite (S,,) converge

simplement sur ]0; 1] vers la fonction

tafl
S:it— ——
1+t
elle-méme continue par morceaux.
De plus
2ta_1

|Sn(t)] < T 5~ o(t)

avec ¢ intégrable sur ]0; 1].
Par convergence dominée, on obtient

1 1 ta_l
S, (t)dt — —dt
/0 ®) /0 1+¢b

avec convergence de l'intégrale introduite.
Or

! _ . ! a -1 _ (_1)k

n
=0

donc

—a+nb Jo 14tb

avec convergence de la série introduite..

(b) Apres calculs

400 1

-1H" 1
2:( ) :/ ¢ Ly T
= 3n+1 o 1+t 3 3v3

Exercice 72 : [énoncé]
La fonction u(z,t) = e~V /\/t définie sur R x ]0; 4-o00].
t — u(z,t) est continue par morceaux sur |0;+oo[ pour chaque z € R et
@) ~ - et ula,t) — 0
T ~ — e T .
B, S Vit Y

On en déduit que la fonction donnée par

+o0 e(iwfl)t )
Fa)= [ St = fw) +igta)

est définie sur R.
La fonction x — u(z,t) est dérivable sur R pour chaque ¢t € ]0; +oo et

ou -
) =iVE (iz—1)t
r (z,t) = iVte
x> %Z (z,t) est continue sur R pour chaque ¢ € ]0; 4o00],

t— %(x, t) est continue par morceaux sur |0;+oo[ pour chaque = € R et

Ste| = Vi = o0

avec ¢ intégrable sur ]0; 4+o00[ car prolongeable par continuité en 0 et vérifiant
2
Folt) 750
Par domination, on peut affirmer que F est de classe C* sur R et
“+o0

F'(z) = Vel Dt q¢
0

A Tl'aide d’une intégration par parties, on obtient

1
F'(z) = ——=F(2).
(@) = 5557 F@
La résolution de cette équation différentielle donne

ei(arctan z)/2

Enfin, sachant

400
/ et dt = ﬁ
O 2
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on parvient a donc quand € — 0

B \/,T.rei(arctan z)/2

F(x) = n

(2 +1)1/4 / z"(Inz)" dz = e / 2" (Inz)" ! d.
d’ou les expressions de f(z) et de g(z). o] o]

Ainsi

B Vi arctan x B Vi . {arctanx
flz)= (224 1)1/4 cos 2 et g(z) = (22 +1)1/4 St 2 : n "o n n on—1 1 Y (=)l
2"(Inz)"da = (-1) a"de = — .

On peut encore éventuellement « simplifier » en exploitant

1+ cos(21) Par suite .
cos
cosT = 71‘1)0111“336[_71'/2;71'/2] / |fn|dx:¥
2 : CRSVEE
ce qui donne - et il y a convergence de la série > fol | fnl
arctanx\ 1+ —= 2 Par le théoréme d’intégration terme a terme, on obtient que l'intégrale f]O:l] x* dx
cos 9 B 9 est définie et
. 1 +o00 1 400 (_1)7;
et aussl ; / .’I}%dl‘:Z/ fn(x)dx:ZW
arctanz\ | 1- Jiraz 0 n=0"0 n=0
2 = signe(z) 2 ’ puis le résultat voulu.
Exercice 73 : [énoncé] Exercice 74 : [énoncé]
Pour x > 0, On a
+oo
T zlnz (xlnx)" n! 1x2
= = _ I x 1= x
M P T Gro|“ e -7
donc X N avec @ intégrable sur [0;+oo].
/ 27 d — / Z f, Quand n — +oo,
0 1051] 7,20 n! - T
avec n({ =———— | =— ln(l + ) — —00
e )~

n!

Les fonctions f,, sont continues par morceaux, Y f, converge simplement vers une ¢3¢ In(1 +z/k) ~ x/k terme général d’une série & termes positifs divergente.

fonction continue par morceaux sur |0;1]. Par suite !
Les fonctions f,, sont intégrables et m —0
/ |fn| = / M dz. puis par le théoréme de convergence dominée
10;1] 10;1] n: | oo .
Or )y T Gera) 7"
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Exercice 75 : [énoncé]
Par le changement de variable u = nt

I, = /0+0<> fu/n)e™ du.

Par convergence dominée, sachant

[F(u/m)] < [[flle™ = o(u)

avec ¢ intégrable, on obtient

+oo
L - / F(0)e~" du = £(0).

Exercice 76 : [énoncé]

(a)

sin(xt)
et—1

(@) ) g 00 O<1)

Pour z e R, t — est continue par morceaux sur |0; +0ool,

et —1 t=0 et — 1 totoo \ 2

donc f(x) est bien définie pour tout = € R.

sin(xt)
et—1

g admet une dérivée partielle % avec

Posons g(z,t) =

cos(xt)

x> 99z t) est continue sur R, t — 24 (z,t) est continue par morceaux sur
ox \* ) ox \"?

105 +o0l.

Enfin ‘gg(;ﬁ,t) < <t = p(t) avec ¢ intégrable sur ]0; +ool.

Par domination, on peut affirmer que f est de classe C!, a fortiori continue et
dérivable.

La décomposition

permet d’écrire

Par la majoration |Sin(u)’ < |u|, on obtient

+oo —+oo 1
/ |sin(t)e ™| < / te™"dt = —.
0 0 n

La série Y f[0,+oo[|sin(t)e*"t| dt converge, on peut intégrer terme a terme

+oo “+00
= in(t)e™™ dt.
fﬂ)_g;A sin(t)e "t dt

On calcule 'intégrale sommeée en considérant la partie imaginaire de

+oo
/ elte™mt dt.
0

On obtient & terme

+00 1
JO=2

Exercice 77 : [énoncé]

(a)

(b)

Pour a > —1, on note Q, = {z € C| Re(z) > a}.
t— f—; est continue par morceaux sur |0;1], z — 1’5—; est continue sur (2 et
pour z € Q,,

tll
< fr—
1+t

o(t)

tZ
14t

avec ¢ intégrable sur ]0;1] car ¢(t) ~ t* quand t — 0F.

Par domination, on peut affirmer que f est définie et continue sur §2,.
Ceci valant pour tout a > —1, on peut encore affirmer que f est définie et
continue sur €.

On observe
1

r+1

1
f(x)+f(x+1):/0 £ dt =

et par continuité
fl@+1) —— f(0)

rz——1

donc
1

x:—lm+1.

f(=)
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(c) Par intégration par parties

1 bogatl
Or
1 tZ+1
o (11?2
avec

|tz+1| = |exp((z + 1) Int| = exp((Re(2) + 1) Int) = fRe(z)+1

car les exponentielles imaginaires sont de module 1.
On a alors

1 gzt L . 1
—dt| < e At = 0
/0 (1 + t)2 ‘ - /0 RG(Z) 4+ 2 Re(z)—+o

Ainsi

1
Df(z) — -
(Z"’ )f(Z) Re(z)—+oo 2
puis
1
Re(z)—+o0 2z°

f(2)

Exercice 78 : [énoncé]
Posons

f2) = /027T In(1 4 z cost) dt.

cost

Pour |z| > 1, l'intégrale ne peut pas étre définie.

Pour |z| <1

Ent=mn/2et t=3m/2,il est possible de prolonger par continuité la fonction
intégreée.

Pour z = —1:

Quand ¢ — 0%, In(1 — cost) ~ 2Int

Quand t — 277, t =27 — h, In(1 — cost) = In(1 — cosh) ~ 2Inh

Pour x =1, quand t — 7,t = 7+ h, In(1 + cost) = In(1 — cosh) ~ 2Inh.
Finalement f est définie sur [—1;1].

Pour des raisons de symétrie,

f(z) =2 /0 Il Fzeost) g,

cost

Par domination sur [—a;a] avec a < 1, f est C! sur |—1;1] et

T dt
W=
7@ o l+wxcost

Par le changement de variable u = tan %,

b Feo du . 2r
f(x)74/0 (14+u?) +2(1 —u?)  1— a2

Puisque f(0) =0, on en déduit f(z) = 27 arcsinz.

Exercice 79 : [énoncé]
Etudions la fonction donnée par

T arctan(z
oy = [ et

142

Notons u(z,t) = %g/t) définie sur Ry x ]0; 400]

t — u(x,t) est continue par morceaux sur|0; +oo[ pour chaque =z € R,
x +— u(z,t) est continue sur Ry pour chaque t € ]0;+o0[ et

/2

Julz, )] < 15755 = ¢®)

avec @ fonction intégrable sur ]0; +o0].
On en déduit que la fonction f est définie et continue sur R,.
x +— u(x,t) est dérivable sur RY pour chaque ¢ € ]0;+o00] et

O at) =
oz Y T @+ 221+ 2)

x »—> 8“ “(x,t) est continue sur R pour chaque ¢ € ]0; 4o00[
t— (x t) est continue par morceaux sur |0;4oo[ pour chaque z € R, et

%(x )| = N
oz 2z (1+12)

car 2tz < 22 + {2
Soit [a;b] C]0;+400]

V(x,t)e[a;b]x]0;+oo[,’gZ(x,t)‘_1 L
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avec 1 fonction intégrable.
Par domination sur tout segment, on obtient f de classe C! sur ]0;+oo| avec

+oo t
! = ——dt.
o= e
Pour = # 1, on peut décomposer la fraction rationnelle définissant I’intégrande
t t t

(+O)@+7)  @-D1+P) @ -D@+0)

et on obtient alors

1 1, [14+\]"™ 1
fl(x)= ——— |=In L+ __nr
2 -1 |2 \a22+t2/], (2 —-1)
Cette identité se prolonge en x = 1 par un argument de continuité.
On a alors

¥ Int ) £ Int .

Or f(0) = 0 et par continuité on parvient a
* Int
—dt = .
| =@

Exercice 80 : [énoncé]
La fonction f est bien définie sur ]0;+oo[ et

“+o0 —tx
zf(x) = g - /0 ¢ dt.

1+ ¢2
Posons
eftz
) =1

définie sur |0 ; 4+o0[ x [0; +o0].
u admet, deux dérivées partielles

Ju t 0%u 12

- tzfiftz t —— tzift:r

Oat(x’ ) 1+2° ° 8x2(x’ ) 1+e2°

Pour chaque = > 0, les fonctions u et g—: sont intégrables et pour tout

[a;b] C]0;+400], on a la domination
0%u

@] < e =)

avec  intégrable. On en déduit que la fonction

o0 e~ lT

—dt
0 14 ¢2

T —

est définie et de classe C2 sur ]0; +ool[. Il en est de méme pour f par opérations
sur de telles fonctions.

Quand xz — o0,
+oo  —tx +o0
1
og/ © dtg/ etodt = -
0 1 =+ t2 0 X

donc zf(x) — 5 puis

™

f(x) o

z—+o00 21

Etudions maintenant f(x) quand x — 0.
Par le changement de variable u = tz,

+o0o —u +o0 —u
1—e U 1—e
= " _du= —— 7" 4
f(@) /0 2 4+ u? Y /0 2 4+u? u b

avec
1—e™
U
Par intégration par parties,
1 +o0 1 400
f(z) = {2 In(z? + u2)<p(u)} — 5/ In(z? + u?)¢' (u) du.
0 0

Pour z € ]0;1],
In(z® + u?)| < |In(w?)| + [In(1 + v?)|

et la fonction
U (‘ln(u2)‘ + |ln(1 + u2)|)<p’(u)

est intégrable sur ]0; +oo[ car ¢’ peut étre prolongée par continuité en 0 et

On en déduit
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Exercice 81 : [énoncé]

In(z?4t2)

L= =i

In(z?+t2)
1412

est continue par morceaux sur [0;+oo],

x> est continue sur R et pour z € [—a;d]

In(z? + t2)
1+¢2

< |ln(a2 + t2)| + |ln(t2)|
- 1+ ¢2

= (1)

avec ¢ intégrable. Par suite f est définie et continue sur R.
Il est immédiat que f est paire. Poursuivons, en étudiant f sur R’

d(ln(x2 +t2)) - 2z

dz 1+t 2 +12)(1 + t2)

t M% est continue par morceaux sur [0; +oo,

Tt 7 est continue sur R et pour z € [a;b] C RY,

2z
(z2+t2)(1+¢2

2x
@+ &)1+

< 2b
S @A) +0)

= (1)

avec 1) intégrable. Par suite f est de classe C' sur R .
Pour x # 1,

2x _ 2x 1 1
P21 12) 22— 1\118 22+

, Heo 2x T
f(z):/o @ e)ire) T e

et cette relation vaut aussi pour z = 1 par continuité.

En procédant au changement de variable u = 1/¢, on obtient f(0) = 0 et donc on
peut conclure

donc

fl@)=rln(z+1)

pour z € R, en exploitant un argument de continuité.

Exercice 82 : [énoncé]

(a) Par intégration par parties on obtient une relation de récurrence qui conduit &

1 Im!
nlm!
"l—z2)"der = ———.
/Ox( @) de (n+m+1)!

En posant u,, le terme général de la série étudiée, on observe % —
n
assure la convergence de la série.

1

7 ce qui

(b) S_1 =3, 01 2"(1 — x)" "t dx. Par convergence de la série des intégrales

des valeurs absolues, on peut permuter et obtenir

/1 x dx T
S_1= = .
o 1—z(1—2) 33

Puisque
2n + 2 - dn+2 (2n
n+1) n+1\n
on observe
4 2 1 1 (%)
— = ES
2n+2 2n+2 2n "
(n-‘,—l) n+1(n+1) (n)

En sommant pour n allant de 1 & +00, on obtient

1 1

1+25_
502%51-

(¢) On multiplie la relation(x) par (n + 1)P et on développe le (n + 1)P du second
membre et en sommant comme ci-dessus, on saura exprimer 35, en fonction
des S, avec ¢ < p.

puis

Exercice 83 : [énoncé]

(a) Pour > 0, t?82Le~" — (0 donne l'intégrabilité de ¢ — S2te~t,
t—+oo

Pour z = 0, il est connu que l'intégrale |, oo sint gy egt convergente bien que

. 0 t
t — 2L ne soit pas intégrable.
(b) Pour x € [a;b] C]0;+o0],

d (sint _,, -
—\ —/— < R
dzx ( t ¢ > ’ =© ()

avec ¢ intégrable. Par domination sur tout segment f est de classe C! sur
105 +o0l.
(c) Pour z > 0,

f(z) = / +Oo—sin(t)e’t“’dt:hn — / - N L ) —
0 0 .'172 + 1
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donc f(z) = C — arctanz.
Or
+o0 .
< Mt =— —
()] /0 dt=1 0
donc

(d) En découpant l'intégrale, on a

+oo (n+1)7w in
f(z) = Z/ > (t)e_m dt.

n=0"" b

Posons

(n+1)7 _: ¢
n(t) = / Lnt( Jomt= a1

T

Par application du critére spécial des séries alternées, on établir que la série
de fonctions continues Y u,, converge uniformément sur [0;1], on en déduit
que sa somme, & savoir la fonction f, est continue en 0. On peut conclure que

“+oo
t
/ sin a _I

Exercice 84 : [énoncé]

(a) Par la régle de d’Alembert la série converge pour tout (s, A) € Ri x C.
Ay: ]0;+o0].

(b)

1
2\ s<1+z s+1). s+n)>

Or
1+ Z < Z |>\| = el
(s+1)...(s+n) =
donc Fy(s) —— 0.
s—+o00
(c) Puisque
A A"
(s+1)...(s+n)| = n

il y a converge normale sur R de la série des fonctions continues

S m Ceci permet d’affirmer
0 \n R
1+Z 5—1—1 s+n) $—0 nz::oﬁ:e
et donc >
Fa(s) a0+ 5

(d) Par intégrations par parties successives :

1 |
1— s—1 nd — n:
A( A s(s+1)...

+o00 A" 1
Fi(s) = Z ﬁ/o (1—-y)* 'y" dy.
n=0

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues, on peut
échanger somme et intégrale :

(s+n)

R = [ -y ta

Exercice 85 : [énoncé]
Pour ¢ € ]0;1[, on peut écrire

Int 7+Oo 2n )
n=0
Or
! -1
/thlntdtzi.
0 (2n+1)2

Sachant que la série des intégrales des valeurs absolues converge, le théoréme
d’intégration terme & terme de Fubini donne

1 400
Int 1 3¢(2)
= = -
/O 1- 12 ;(2n+1)2 4

avec en substance la convergence de l'intégrale étudiée.
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Exercice 86 : [enonce]
La série ) ap est convergente car

P P
Wl = H(an)Hoo]j-
De plus sa somme est continue car on peut aisément établir la convergence

normale sur tout segment.
Enfin

< [[(@n)]] €'

00 P
> ool
p=n
permet d’assurer ’existence de l'intégrale étudiée.
Posons

P —2t
fp(t) = apae .

La série de fonction ) f, convergence simplement.
Les fonctions f, et Z:ﬁi fp sont continues par morceaux.
Les fonctions f, sont intégrables sur [0;+oo[ et

0 | fo(t)] dt = 2p+1_ op+1

est terme générale d’une série convergente.
Par le théoréme d’intégration terme a terme de Fubini, on obtient

[T (L)X

p=n

Enfin, cette expression tend vers 0 en tant que reste d’une série convergente.

Exercice 87 : [énoncé]
Par la série exponentielle, on peut écrire pour ¢ > 0,

©= o (tlnp)n

7 =exp(—tlnt) =y (-1)

Les fonctions w,, sont intégrables sur ]0; 1] car on peut les prolonger par continuité

en 0 et ) )
/0 |un ()] dt = (—1)n/0 un(t) dt.

Par intégration par parties

1 th,»l 1 n 1
/ (tInt)"dt = (Int)"| — / t"(Int)" L dt.
. n+1 . n+l/,

En passant & la limite quand € — 0, on obtient

1 n 1
/(tlnt)"dt:— /t”(lnt)"*ldt.
0 n—i—l 0

En itérant le procédé on obtient

/1(tlnt)"dt(_1)nn!
0 (

n+ 1)+l

/01|un o at - W:o(nﬂ)

- 1 ) . X
La série ) [ |un| étant convergente, on peut intégrer terme a terme et 'on

obtient
1 +o0 1
t7tde = —_—
/O x nz:;) (n + 1)(n+1)

avec existence de 'intégrale en premier membre.

et ainsi

Exercice 88 : [énoncé]
On sait que la fonction ¢ est continue.

/2+OO(C( -1 dm—/+w§dx

/+°° de 1
5, n® mnZlnn’

avec

|
n=0 " La convergence de la série des intégrales des valeurs absolues assure la
Pour procéder & une intégration terme & terme, posons u, (t) = (—1)"(tInt)"/n! convergence de 'intégrale du premier membre et permet de permuter intégrale et
pour ¢t € ]0;1]. somme. On obtient alors
Les fonctions u,, sont continues par morceaux et la série de fonctions > u, +o0 oy
converge simplement sur |0; 1] vers la fonction ¢ — ¢~* elle-méme continue par / (((x) —1)dx = Z T
morceaux. 2 " Inn
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Exercice 89 : [énoncé]

(a) Posons

ﬁxx)Z:Cms(gsmx>)?

Les fonctions f, sont continues par morceaux et la suite de fonctions (fy,)
converge simplement vers la fonction nulle sur [0;7/2], elle-méme continue
par morceaux. Enfin, on a la domination

| fa(2)] <1 = o(2)

avec ¢ évidemment intégrable sur [0;7/2[. Par convergence dominée, on
obtient
Uy — 0.

(b) Par labsurde, si > u, converge alors, on peut appliquer un théoréme
d’intégration terme & terme a la série de fonctions Y f,,. En effet, les
fonctions f, sont continues par morceaux, la série de fonctions ) f,, converge
simplement sur [0; /2] vers la fonction

1

froe 1 —cos(gsinx)

elle-méme continue par morceaux. Enfin les fonctions f,, sont intégrables sur
[0; /2] et hypothése de travail absurde signifie la convergence de la série

2 Siom i 1/l

Par théoréme d’intégration terme a terme, on obtient

+00 71'/2 1
E Uy = / —dz
— 0 1-— cos(f sin x)

2

avec convergence de I'intégrale. Or, quand z — 0T

1 8

1 — cos(% sinz) )

et donc l'intégrale introduite diverge. C’est absurde.
On en déduit que la série > u, diverge.

Exercice 90 : [énoncé]

2
Onawu, > v, = Oﬂ/ e~ tcos?™ tdt.

Si la série numeérique Y u,, converge alors, par comparaison de série a termes
positifs, la série Y v, converge aussi. Par le théoréme d’intégration terme a terme
de Fubini, il y a alors intégrabilité sur |0;7/2] de la fonction

+oo —t —t
—t 2n © e
Ze cos™t = 5= T35
vt 1 —cos*t sin°t
Or quand ¢t — 0F
ot
sin®t  t2

qui n’est pas intégrable sur |0; /2]
C’est absurde, on en conclut que la série Y u,, diverge.

Exercice 91 : [énoncé]

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre & 2 de solution homogeéne :
y = Acosz + Bsinz.

Méthode de variation des constantes

A'(z)cosz + B'(z)sinz =0
—A'(z)sinz + B'(x) cosz = cot z.

Aprés résolution et intégration

Exercice 92 : [énoncé]

(a) C’est une équation différentielle linéaire d’ordre & 2 & coefficients constants de
solution homogeéne
y = Acosz + Bsinz.

La méthode de variation des constantes propose une solution particuliére de
la forme

y(x) = A(z) cosz + B(z)sinz

avec A et B fonctions dérivables solutions du systéme

A'(x)cosz + B'(z)sinz =0
—A'(z)sinz + B'(x) cosz = 1/x.
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En faisant cos(x) x (1) —sin(z) x (2), on détermine A’(x) et B’(x) s’obtient de sorte que f est solution sur R* de I’équation différentielle
de fagon analogue )
A(z) = —sinz/x %
ty=-—.
{ B'(z) = cosz/x. yrrEg
On peut alors proposer Ainsi, il existe A, B € R tels que
+0o0 +o0 Foo t +oo t
A(z) = Lmdt et B(x &Std x) = Acosx + Bsinz + cosx Slidt—bmac &dt
t
x x T xr
ol les intégrales introduites ont le bon gotit de converger. .. On observe oo
. . Ny . o ; 1
La solution générale de I’équation différentielle est alors 0< f(z) < / et dt — =
x
too sint o0 cost 0 .
y(;];) = Acosz + Bsinx + COSIIT/ T dt — smw/ T dt. donc par encadrement f E) 0 ce qui entraine A=B=0.
* * Ainsi
‘ 2 . oo gint 0 cost
(b) Posons u(x,t) = e /(1 4 t*) deéfinie sur Ry x [0;400]. VYo >0, f(z) = cosx/ —dt — smx/ — dt.
x +— u(z,t) est continue sur Ry pour chaque ¢ € [0;400[ x t x
t — u(z,t) est continue par morceaux sur ]0; +oo[ pour chaque x € R, et Séparément, on calcule f(0)
1 teo gt too g
u(z,t)] < —5 = ¢(t) 0 :/ = [arctant} = —.
| | 1+1t2 10) o 1+t 0 2
L 1 . p s Sfini .
avec ¢ intégrable sur [0;+oo[. Par domination f est définie et continue sur (¢) Par convergence de I'intégrale, quand @ — 0+
[0 4o00].
De plus,  — u(z,t) est deux fois dérivable sur R, pour chaque ¢ € [0;400] +o0 iy +00 i g
avec —dt — —dt.
8u( ) —te~t® " a%( ) t2e~t® @ t 0 t
—(z,t) = —— et —(,t) = ——-.
or "’ 1+ 2 ox2™" 1+ 12 De plus
La dérivée partielle gg est continue par morceaux et intégrable sur [0;+oc0].
—+o0 —+o0
. . cost cost ! cost ‘e ! cost
La dérivée partielle 2 527 . —dt = —dt + —dt=C"+ —dt
Soit [a;b] C ]0;400[. On a x t 1 t x x
2, £2e—at o avec 1 cost
Ve, ) € [a38] x 03 +ool, |55 (@, 0)| < T e = () L ar /f e
avec ¢ intégrable. Par domination sur tout segment, f est de classe C? sur donc o0 cost
10; 400 et sina:/ —dt
+oo . t2 T
" _ —tx
fi(x) = /0 ¢ 1+ ¢2 d. Ainsi en passant & la limite en 0 I’expression précédente de f(x), on obtient
On vérifie alors oo +oo iy e
(x) + f(x) :/ e dt = — o =10)=
0 x
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Exercice 93 : [énoncé]

Les solutions de ’équation différentielle ¢y’ + y = f sont de clagse C* car f ’est.
Par application de la méthode de variation des constantes, la solution générale de
Péquation y” +y = f est

y(x) :)\cosx+usinx+/ f(t)sin(z —t) dt.
0

Cette solution est 27-périodique si, et seulement si,
x x+27
/ f@)sin(z —t)dt = / f(t)sin(z — t) dt.
0 0

ie. f;Jr% f(t)sin(z — t) dt = 0 pour tout z € R.
En développant le sinus et en exploitant la liberté de la famille (sin, cos) ainsi que
la 27-périodicité de f, cela équivaut a la condition

2 2m
f(t)sintdt =
0 0

f(t)costdt = 0.

Exercice 94 : [énoncé]
Par application de la méthode de variation des constantes, la solution générale de
léquation "’ +vy = f est

y(x) = Acosx + psinz + [ f(¢)sin(zx —¢) dt.
0

Pour conclure, il suffit de justifier que  +— [ f(t)sin(z — t) d¢ est bornée.
Par intégration par parties,

’ F()sin(x —t)dt = f(z) — f(0) cosz — /OI £ (t) cos(x — t) dt.

0

Quitte & passer & 'opposé, on peut supposer f croissante et donc f'(t) > 0.
Puisque —1 < cos(z —t) <1,

10~ ) < [ £Ocosla -0t < a) - 50)
puis .
f(0)(1 —cosz) < /0 f(t)sin(z —¢)dt < 2f(x) — f(0)(1 + cosz).

La fonction f étant bornée (car convergente en +00), il en est de méme de
x> [ f(t)sin(z — t) dt.

Exercice 95 : [énoncé]
Remarquons

/1’ f(t) cos(x —t)dt = cosx/m f(t)costdt—&—sinx/m f(t)sintdt.
0 0 0

Si f est solution alors
flx)=1+ 2/ f(t) cos(x —t)dt
0

et donc f(0) = 1.
f est dérivable car somme de fonctions dérivables.

fl(x) = —2sinx/0x f(t)costdt—&—Qcosx/Ox f(@)sintdt + 2f(x)

et f/(0) = 2.
f est alors deux fois dérivable et

(@) =1-f(z) +2f'(z).
Ainsi f est solution de ’équation différentielle
y' -2 +y=1

vérifiant les conditions initiales y(0) = 1 et 3/(0) = 2.
La solution générale de cette équation différentielle linéaire d’ordre 2 est

y(r) = Az + p)e” + 1.
Cela conduit a f(z) = 2ze” + 1.

Inversement, soit par calculs, soit en remontant le raisonnement, on peut affirmer
que la fonction proposée est solution.

Exercice 96 : [énoncé]
Soit f une fonction solution. f est dérivable et

f'z) = f(1/x)

donc f’ est encore dérivable. La fonction f est donc deux fois dérivable avec

F(2) =~ 5 5 (1/2) = 5 f ().
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La fonction f apparait alors comme étant solution sur R de I’équation Exercice 97 : [énoncé]
différentielle C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 définie sur ]0; +ool.
E:z%'" +y=0 Sur ]0;1[ ou ]1;+o0],
E est une équation différentielle d’Euler. Réalisons le changement de variable 3nz+1
t=Inzx. / ] dr =3Inz + In|lnz| + C*.
zlnz
Soient y: R} — R deux fois dérivable et z: R — R définie par
Solution générale sur |0;1] ou |1; 400
Z(t) — y(et) g ] [ ] [
3
z est deux fois dérivable et y(x) = Az” [Inz.
y(@) = 2(Inz). Solution sur |0 ; +ool.
y'(z) = lz’(lnx). Soient y: ]0;1[U]1; +o0o[ — R solution de I’équation sur |0;1[ et ]1;+oo].
z Il existe A, u € R vérifiant y(x) = Az Inz sur J0; 1] et y(z) = pa® Inz sur ]1;+oo.
y'(z) = —iz '(Inz) + izz”(lnaj) La con‘tinu‘it‘é en 1 donne y(1) = 0 sans conditions sur A et p.
T La dérivabilité en 1 donne A = p.
y est solution sur R% de E si, et seulement si, z est solution sur R de Ainsi y(z) = A3 Inz sur ]0; +oo[ qui est évidement solution.
F:2' -2 4+2=0
F est un équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants Exercice 98 : [énoncé]
homogene de solution générale Par convergence absolue, on peut écrire
\/gx \/gl' —+o00 —+o0 “+ o0 400
z(x) = <)\cos + psin )ez/z. A 1 1 1 5 1 3
= —1, ——A — A — A
2 2 exp(4) ,;(4@! P S ACL RS +kZ:0(4k+2)! +kZ:O(4k+3)!

La solution générale de E sur R? est donc

V3Inz . ﬁlnx)
2 2 '

ce qui donne

cos(1) + ch(1) sh(1) — sin(1)
2 2 2 2

y(z) = \/§<x\ cos + psin

Revenons a la fonction f. Il existe A, u € R telles que

flz) = \/5<)\cos \/ilnx + psin \/521nx>

exp(A) = A3

Exercice 99 : [énoncé]

On a

On a alors N oq N 1
t 7Ak -

En passant a la limite et par continuité de I’ apphcatlon de transposition, on a

70 = 5 (0B LR 1 vy T2 )

et donc
f(z)=f(l/z) <= “(exp A) = exp(*A).

Finalement, les solutions sont les fonctions f données par

V3lnz 7
- — R.
5 6) avec C' €

)\—i-u\/g:?)\ _
{)\\/E—MZQM — \=u/3.

Puisque les matrices A et —A commutent, on a

f(exp A) exp A = exp(—A) exp(A) = exp(—A + A) = exp(0,,) = L,.

Vz R, f(z) = c\/azcos(

Ainsi la matrice exp A est orthogonale.
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Exercice 100 : [énoncé] Exercice 102 : [énoncé]
C’est un systéme différentiel linéaire d’ordre 1 homogéne d’équation matricielle 1 0 -1
X' = AX avec A=11 1 1 |,xa=-X-2)(X2-X+1).
0 1 1 x(t) -1 -1 1
A=(1 0 0 et X(t) = |y(t) La résolution complexe est alors facile puisque la matrice A est diagonalisable.
11 2(t) La résolution réelle est en revanche plus délicate a obtenir, détaillons-la :
Sp(A) = {~1,2,0}, X1 ="*(1,0,—1) est vecteur propre de A, complétons-le avec deux vecteurs d’un

plan stable.

-1 2 0 Les plans stables s’obtiennent en étudiant les éléments propres de *A.
E_1(A) = Vect | 1 |, Ep(A) = Vect | 1], Ep(A) = Vect [ 1 |. Sp(*fA) =Sp A = {2} et E5(*A) = Vect?(2,1, —1). Ainsi le plan d’équation
0 3 -1 2r +y — z = 0 est stable par *A.
Ona A= PDP71 avec Prenons X2 = t(O7 1, 1) et X3 = AXQ = t(—1,2,0). On vérifie AXg = X3 — XQ.
1 0 -1 2 0 0
-12 0 -1 00 Ainsipour P=[ 0 1 2 |,onaP'AP=[0 0 -1|=8B.
P= 1 1 1 et D= 0 2 0 . -1 1 0 0 1 1
0 3 -1 0 00 Pour X =!(z,y,2) et Y =(y1,y2,y3) = P"'1X,ona X' = AX < Y’ = BY.
En posant Y = P~ X, on obtient Ce(,;i nous conduit & la résolution S}livante :
Y1 =2 Y =2y
X/:AX s Y/:DY yé:—yg P yé:—yg <
Ys =Y2+ys Y2 Yo +y2=0
or 2t
e ! y1(t) = ae
1t V3 i V3
Y =DY = Y(t)= | pe*" | avec \,u,v €K ya(t) = ez’ (Acos 52t + psin G2t)
v ys(t) = —u5(t)
d Et on peut conclure via X = PY.
onc
—et 2e2t 0
X' =AX X(@) =\ -t 2t 1 A K.
= X eO tH 3662t T q avee A, i v € Exercice 103 : [énoncé]
(a) xa=(X—-2)(X+1)?
Exercice 101 : [énoncé] a2 —_a2 —a
_ Y3 _
X4 =X*"—2X, m4 =xa. On a donc Ey(A)=Vect | a | et E_1(A) = Vect 0 ],| 1
A% =24, A% = 9k 4 ot A?FH2 = 9K A2 pour k > 0 1 1 0
avec 10 1 La matrice A est diagonalisable, P"'AP = D avec
A2=10 2 0 > —a®> —a 2 0 0
101 P={a 0 1|eD={0 -1 0
On en déduit 1 1 0 0 0 -1
too k 10 5k—1
2 2 h(v/2 1 A
exp(4) = s+ 3 Gy A+ 2 A = k- % Las 5(ch(v2) — 1) A%, On en deduit jua = (X = 2)(X + 1),
k=0 ’ k=1 : (b) Ci-dessus.
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(c) Par division euclidienne X™ = (X + 1)(X — 2)Q(X) + aX + 8 avec

2" — (=)™ 2(-)" +2m
= —— 7’ et - 7
“ 5 cf 3
done 2n " 2(=1)™ 42"
an 2D, 2
3 3
puis
2 -1 -1 2
4 € —e 2¢” " +e
= A Is.
¢ 3 AT T3 B

Exercice 104 : [énoncé]

xa=X(X24+1), 714 =X(X%2+1), exp(A) exp(*A) = exp(A) exp(—A4) = I3.

En calculant A2, A%, ... on obtient

1 0 0
exp(A) =10 cosl —sinl
0 sinl cosl

Exercice 105 : [énoncé]
A% = O donc Sp(A) = {0}.
Puisque A # 0, A n’est pas diagonalisable. 74 = X2 et x4 = —X°.

exp(4) =1+ A.

L’étude se généralise pour n > 3 avec A = (w'772)1<; j<,, et w € Uy, \ {1}

Exercice 106 : [énoncé]
(a) Cas |z| < 1:
|un(@,y)| = o(z™)
donc la série Y u,(z,y) est absolument convergente.
Cas |z| > 1:

Si la série Y un(z,y) converge alors uy,(z,y) ——— 0 donc
n—+o00

vn

cos(ny) = un(z,y)x—n —0

par croissance comparée.

Mais alors
cos(2ny) = 2cos?(ny) — 1 — —1

ce qui est incohérent avec 'affirmation qui précéde.
Ainsi la série > u, (z,y) diverge.
Casz=1:
Siy =0 [2n] alors u,(1,y) = ﬁ et > u,(1,y) diverge.
Si y # 0 [27] alors par une transformation d’Abel, on obtient la convergence
de la série > u,(1,y).
Casax=—-1:
On remarque
un(=1,y) = un(1,y + 7).

Ainsi ) u,(—1,y) converge si, et seulement si, y # 7 [27].
Finalement

D= {(z,y) eR*| || < 1} U{(1,9)/y # 0 [2x]} U{(~1,9)/y # 7 [27]}.
L’intérieur de D est alors
D° = {(z,y) € R? | |z| < 1}.

Soient a € [0;1[ et Dy = {(z,y) € R? | |2| < a}.

uy, est de classe C! sur D, et la série de fonctions > u, (z,y) converge
simplement sur D,.

La série de fonctions > %L(x, y) converge normalement sur D, via

Ouy, 4
" < n—4i,
)| < Vi

Oun,

Enfin, la série de fonctions } %5

(z,y) converge normalement sur D, via

ou,,
a9y (ﬂc,y)‘ <+V/na

On peut alors appliquer les théorémes usuels qui affirment que

+oo

(@,y) = > un(@,y)

n=0

admet deux dérivées partielles continues sur D,. C’est donc une fonction de
classe C! sur D,. Enfin, ceci valant pour tout a € [0;1[, on obtient une
fonction de classe C' sur l'intérieur de D.
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Exercice 107 : [énoncé]
En passant en coordonnées polaires, on écrit

x=rcosf et y=rsind avec r = \/x2 + 2
(2,y)—(0,0)

On a alors
f(z,y) = r* cos O sin O cos(20) ——— 0.
(2,4)—(0,0)

On prolonge f par continuité en (0,0) en posant f(0,0) = 0.
Par opérations sur les fonctions, on peut affirmer que f est de classe C? sur

R2\ {(0,0)} et

ﬁ( )= xt + 422y? — y?
a.’E x7y *y (l’2+y2)2
Aussi 5

foo1 -

En passant en coordonnées polaires, on obtient

s
(z,y)—(0,0)

Ainsi % est définie et continue sur R?.
f

L’étude pour ?Ty est identique puisque

f(fﬂ,y) = —f(yw).

Ainsi f est de classe C' sur R?.

Cependant
>’f . 1/of of
alors que
0% f
=1.

La fonction f ne peut donc étre de classe C2.

Exercice 108 : [énoncé]

(a) Puisque la fonction g est de classe C', on peut écrire

Par le changement de variable t = y 4+ u(z — y), on obtient

o(2) = gv) + () / ¢y +ulz —3)) du.
0
Ainsi )
fay) = / ¢y +ulz - y)) du

et cette relation vaut pour x # y et aussi pour z = y.
Soit y € R fixé.
L’application ¢: (x,u) — ¢'(y + u(x — y)) admet une dérivée partielle

2 (r.u) = ug”(y + ulz ).

Cette dérivée partielle est continue en x et continue par morceaux en u
Pour [a;b] C R assez grand pour que y en soit élément, on a

Vo € [a;b],Vu e [0;1],y + u(z —y) € [z;y] C [a;b)].

La fonction ¢ est continue donc bornée par un certain M € R, sur le
segment [a;b]. On a alors

V(xz,u) € [a;b] x [0;1], g—i(x,u) <M =¢(u).

La fonction v est évidemment intégrable sur [0; 1] et donc, par domination
sur tout segment, on peut affirmer que application z fol o(x,u) du est de

classe C! et . .
d dy
P </0 o(z,u) du) —/0 %(x,u) du.

Ainsi f admet une dérivée partielle

of

E (z,y) = /O ug” (y + u(z — y)) du.

De plus, la fonction (z,y,u) — ug”(y + u(z — y)) est continue sur R? x [0; 1]
et par une domination sur [a;b] X [a;b], on obtient la continuité sur R? de
I’application %.

De méme, on montre que la deuxiéme dérivée partielle de f existe et est
continue.
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Exercice 109 : [énoncé]

(a) On passe en coordonnées polaires avec r = /22 + y? et 6§ = arctan(z/y) de
sorte que x = rsinf et y = rcosé.
On parvient a

fz,y) = Cla/y)(z® + )/
avec C une fonction de classe C' définie sur R.

(b) Idem, on parvient a
2z
f(z,y) = 3,V z? +y® + C(x/y)

avec C' une fonction de classe C! définie sur R.

Exercice 110 : [énoncé]

La fonction f: (x,y) — x* 4+ y* — 2(x — y)? est de classe C> sur R?.

Aprés résolution ses points critiques sont : (0,0), (v/2, —v/2) et (—v/2,v/2).
En (0,0) : £(0,0) =0, f(1/n,0) ~ —2/n* <0 et f(1/n,1/n) ~2/n* > 0.
Pas d’extremum local en (0, 0)

En (vV2,—v2):r=20,t=20et s =4.rt —s> > 0et r > 0.

Il y a un minimum local en (\f, f\@)

F(V2+u,—V2 +v) = =8 +10(u? + v?) + 4uv + 4V2(u® — v*) + u* + v,
On exploite
2(u? + v?) + 4uv = 2(u + v)? et 8u® + 4v2u® + u* = v (u + 2v/2)?

pour affirmer

F(V2Hu,—V2+0) = F(V2,—V2) + 2(u +v)? + 12 (u + 2v2)? + % (v + 2v/2)2.

Ainsi (\f, —1/2) est un minimum global.
En (—v/2,v/2) : I'étude est identique puisque f(z,y) = f(y,z).

Exercice 111 : [énoncé]

(a) L’application ¢ est clairement un endomorphisme de E.

Posons x = rcosf, y = rsinf avec r = /2% + y* et = arctan £,
(r,0) e V=R x|-m/2;7/2[

Pour f € E, on considére g € C*°(V,R) définie par g(r,0) = f(rcos@,rsinf).

On remarque

r%(?‘, ) = r cos Hg—i(r cosf,rsinf) + rsineg—z(r cosf,rsind).
Ainsi

D(f) =0 <= r%(rﬂ) =0

pour tout (r,0) € V.

La résolution de cette équation aux dérivées partielles donne g(r,0) = C(6)

avec C' de classe C* sur |—7/2;7/2].

Par suite on obtient la solution générale f(x,y) = C(arctan(y/x)) = D(y/x)

avec D fonction de classe C* sur R.

Si f est homogéne de degré « alors en dérivant la relation

f(tx, ty) = t*f(x,y) par rapport a ¢ puis en évaluant le résultat en ¢ = 1 on

obtient ’égalité ®(f) = af.

Inversement si ®(f) = af alors en introduisant g comme ci-dessus, on obtient
9g

ra(r, 0) = ag(r,0)

ce qui donne ¢(r,0) = C(0)r® puis

avec D fonction de classe C* sur R. Il est alors facile de vérifier que f est
homogeéne de degré a.

La fonction h est homogene de degré 5, donc h/5 est solution particuliére de
l’équation linéaire ®(f) = h. L’ensemble des solutions de 1’équation est alors
le sous-espace affine h/5 + Ker ®.

Exercice 112 : [énoncé]
Notons A, B, C les points définissant notre triangle et O le centre du cercle
circonscrit.

En introduisant les mesures «, 3,7 des angles (O?7 @), (O?, O—1>4) et ((ﬁl, O?),
on vérifie

a+pB+~y=0/[27]

et on peut calculer I’aire algébrique des triangles (OAB), (OBC) et (OCA) qui
sont respectivement

1 1 1
—r?sina, =r?sin 8 et =12
2 2 2

1
siny = 751“2 sin(a + ).
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L’aire algébrique du triangle (ABC') est alors (b) On suppose p > 1.
1 Pour p=2:
fla, B) = §r2(sina + sin 8 — sin(a + 3)). 1
2
fa(z,y) = (x + y)2 sin ——— = O(H(z??J)H )
L’¢tude des points critiques de cette fonction de classe C! sur ]0; 27r[2 conduit a \/W

résoudre le systeme ce qui s’apparente & un développement limité & 'ordre 1 en (0, 0).

{cosa = cos(a+ f) La fonction f5 est donc différentiable en (0,0) de différentielle nulle.

cos 8 = cos(a + )

Pour p > 2:
dont les seules solutions dans ]0; 27[> sont fo(@,y) = (x +9)P 2 fal,y).
o1 271 A Ar La fonction f, est différentiable par produit de fonctions différentiables.
(3’3) <3’3> Pour p=1:
Quand h — 07,

Ce sont les situations des triangles équilatéraux resp. direct et indirect.

1 1
L’extremum trouvé vaut h (fl(h’ 0) - f1(0, 0)) sy
3v/3r2

h
diverge. Ainsi f n’est pas dérivable en (0,0) selon le vecteur (1,0), elle ne

4 peut donc y étre différentiable.
Exercice 113 : [énoncé]
Soit z > 0 fixé. Exercice 115 : [énoncé]
L’application y — f(x,y) a pour dérivée 2y — 742 elle donc minimale pour Par dérivation de fonctions composées
Y=o LAY
Considérons 3 30 gt = Z hi%(xl +thy,...,xy + thy).

. a 3 a s 7
. — 3/ 2\ _ .2 e o =1
9w flo ) = a7+ 2420
¥2a2

g est dérivable sur R et ¢'(r) = 2z — 74,
J(x)=0 < 248/3 = 21/3¢2/3 — gx =4 g.
¢ est minimale pour x = {/a/2, puis f admet un minimum en (/a/2, V/a/2) de
valeur 2v/2a.

Exercice 114 : [énoncé]

(a) En polaires, x = rcosf, y = rsinf,
1
fo(z,y) = (cos @ + sin @)PrP sin —.
T

Sip > 1 alors |fp(x, y)| < 2PpP ﬁ 0 et on peut prolonger f par
z,y)—(0,0

continuité en (0, 0).
Si p =0 alors fo(z,y) = sin ——— diverge car le sinus diverge en 4oc.
’ Va2 +y?
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