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Enoncés 1

Exercice 1 [ 03880 ] [Correction]
Soient a, b, ¢ des réels strictement positifs.
A quelle condition existe-t-il des complexes ¢, u,v de somme nulle vérifiant

tt = a?, uw = b? et v7 = 2.

Exercice 2 [ 02781 ] [Correction]

Etudier la convergence de la suite (|a" | 1/n), ot a > 0.

Exercice 3 [ 02783 [Correction]
Soit (zy,)nen+ une suite de réels positifs. On pose, pour tout n > 0,

yn=\/m1+\/wz+-"+\/97n-

(a) Ici 2, = a pour tout n, ott a > 0. Etudier la convergence de (y,,).

b) Méme question dans le cas ou z,, = ab?  pour tout n, avec b > 0.
q p )

¢) Montrer que (y,) converge si, et seulement si, la suite (z2 ") est bornée.
n

Exercice 4 [ 02645 ] [Correction]

Calculer
4

k
E cos? “X
9
k=1

Exercice 5 [ 00501 | [Correction]

Soit f une fonction croissante de [0;1] dans [0;1].

(a) Montrer que s’il existe x € [0;1] et k € N* tels que f*(z) = x alors = est un
point fixe pour f.

(b) Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 6 [02820] [Correction]

Soient f: I — R une fonction deux fois dérivable sur I et a, b, ¢ trois points
distincts de 1.

Montrer

f(a) o) . f

R s e

Exercice 7 [o02785] [Correction]

1/n 1/TL
Etudier les limites de <HZ_1 (1 + ﬁ)) et de ( [ (1 + 752)) .

Exercice 8 [o02786] [Correction]
Calculer les limites de

(kN . [k N, 1
g sin| — |sin| — ] et E sin
k=1 (n) <n2> k=1 Vk+n

lorsque n — +o0.

Exercice 9 [o02s16] [Correction]
Enoncer et établir la formule de Taylor avec reste intégrale.

Exercice 10 [o27s87 ] [Correction]
SineN etz eR,soit f,(z) =5, Suko)
Soit z,, le plus petit réel strictement positif en lequel f,, atteint un maximum

local. Calculer lim f, (z,).

Exercice 11 [o2s817 ] [Correction]
(a) Montrer, pour tout = € ]0; /2], existence de 6, € ]0;1] tel que
3

sine =z — % cos(zby).

(b) Etudier la limite de 6, quand 2 tend vers 0 par valeur supérieure.

Exercice 12 [o3198] [Correction]
Déterminer un équivalent quand n — +oo de

- 1
Uy = ,;7(n+2k)3'
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Enoncés 2

Exercice 13 [o27ss8] [Correction]

Donner un développement asymptotique de <7}, ZZ:O k!) a la précision

neN
o(n™3).

Exercice 14 [o02656 ] [Correction]
Soient des entiers a > 1 et n > 0.
Montrer que si a”™ + 1 est premier alors n est une puissance de 2.

Exercice 15 [o4951 ] [Correction]
Soit P un polyndme réel unitaire de degré n € N. Montrer que P est scindé sur R
si, et seulement si, pour tout z complexe

|Im(z)|n < |P(z)].

Exercice 16 [ 04978 ] [Correction]
Soit P un polynéme complexe non constant. Existe-t-il A € C tel que P — A soit
scindé & racines simples ?

Exercice 17 [o02674 ] [Correction]
Trouver les P € R[X] tels que P(X?) = (X2 +1)P(X).

Exercice 18 [o02669 ] [Correction]

(a) Si P € R[X] est scindé sur R, montrer que P’ est scindé ou constant sur R.

(b) Si (a,b,c) € R3, montrer que X'+ aX? +bX® +cX7 + X + 1 n’est pas
scindé sur R.

Exercice 19 [o0266s8 ] [Correction]
Déterminer les P de R[X] tels que

(X +4)P(X) = XP(X +1).

Exercice 20 |[o2670 | [Correction]
Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique polynéme P € C[X] tel que
P(cos @) = cosnf pour tout 6 réel. On le note T,.

(a) Lier T,,—1,T, et Tpy1.
(b) Donner une équation différentielle vérifiee par T;,.

(c) Calculer Trgk)(l) et Tv(zk)(*l)-

Exercice 21 [o02673] [Correction]
On cherche les polynomes P non nuls tels que

P(X?%) = P(X —1)P(X).

(a) Montrer que toute racine d’un tel P est de module 1.

(b) Déterminer les polynémes P.

Exercice 22 [o2671 | [Correction]
Quels sont les couples (P, Q) € R[X]2 vérifiant P2 + (1 — X2)Q%? =17

Exercice 23 [o02375 | [Correction]
Trouver les P € C[X] vérifiant

P(X?) = P(X)P(X +1).

Exercice 24 |[o2672 ] [Correction]
Déterminer les polynomes P de R[X]\ {0} vérifiant

P(X?%) = P(X —1)P(X).

Exercice 25 [02663] [Correction]

(a) Montrer que a = cos(m/9) est racine d’un polynome de degré trois a
coefficients dans Z.

(b) Justifier que le nombre a est irrationnel.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017
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Exercice 26 |[o02676 ] [Correction]

Décomposer en éléments simples dans C(X) la fraction rationnelle
Xn—l
Xn—1

Exercice 27 [o02665] [Correction]
Montrer, pour tout n € N, qu’il existe un unique P, € R, 1[X] tel que P,(0) =0
et Po(X +1) — Pp(X) = X"

Exercice 28 [o04984 ] [Correction]
Soient (eq,...,ey,) une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E de dimension
n et ®: L(E) — E™ lapplication définie par

®(u) = (uler), ..., ulen)).

A quelle condition sur la famille (e;, ..
isomorphisme d’espaces vectoriels 7

.,eyn) Papplication @ est-elle un

Exercice 29 [o26s82 ] [Correction]
Soient f,g € L(E) ou E est un espace vectoriel sur K de dimension finie. Montrer

lrg(f) —ralg)| <rg(f +g) <rg(f) +ralg).

Exercice 30 [o2685] [Correction]
Soient ag,aq,...,a, des réels non nuls deux & deux distincts.
On note F; l'application de R, [X] dans R définie par

Fj(P) = /0 P.

Montrer que (Fp, F1, ..., F,) est une base de (R, [X])*.

Exercice 31 [o02242] [Correction]

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies respectives n et p
avec n > p.

On considére v € L(E, F) et v € L(F, E) veérifiant

uov =Idp.

(a) Montrer que v o u est un projecteur.

(b) Déterminer son rang, son image et son noyau.

Exercice 32 [o02684 ] [Correction]
Soit F et F' des espaces vectoriels sur K, de dimensions finies ou non. Montrer que
(E x F)* et E* x F* sont isomorphes.

Exercice 33 [o02680] [Correction]

Soit E et F' des K-espaces vectoriels. On se donne f € L(E, F'), une famille
(Ei)1<i<n de sous-espaces vectoriels de E et une famille (F})i<;j<, de sous-espaces
vectoriels de F'.

(a) Montrer
f(Z Ez) = Zf(Ei)-

(b) Montrer que si f est injective et si la somme des E; est directe alors la
somme des f(F;) est directe.

(c) Montrer
1 <Z Fj) O FUE).
j=1 j=1

Montrer que cette inclusion peut étre stricte. Donner une condition suffisante
pour qu’il y ait égalité.

Exercice 34 [o04952] [Correction]
Soit A, B € M, (K).

(a) Exprimer le rang de
A A
w=(4 3):

(b) Calculer l'inverse de M lorsque cela est possible.

Exercice 35 |[o04974 ] [Correction]

Soient (X1,...,Xp) et (Y1,...,Y,) deux familles libres d’éléments de M, 1 (R).
Etablir que la famille (X;'Y;) est une base de M,,(R) constituée de
matrices de rang 1.

1<ij<n
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Exercice 36 [ 02689 ] [Correction]

Soient n € N*| oy, ..., ay, des complexes distincts, A = diag(ay,...,a,) et

C(A) = {M € M,(C), AM = MA}.

Montrer que (A*)g<rp<n_1 est une base de C(A).

Exercice 37 [o02679] [Correction]
Soient f,g € L(R?) tel que f2=g>=0et fog=go f. Calculer fog.

Exercice 38 [o02687] [Correction]
Soient A, B € M, (R) ou B est nilpotente et commute avec A. Montrer que A et
A + B sont simultanément inversibles.

Exercice 39 [o026s88] [Correction]
Soit w une racine primitive n-iéme de 1. On pose

F,(P)= % nf P(wk)Xx*
k=0

pour tout P € C,,_1[X].
Montrer que F,, est un automorphisme de C,,_1[X] et exprimer son inverse.

Exercice 40 [ 03976 ] [Correction]
Soit A € GL,,(R) vérifiant
A+ At =1,.

Pour k € N, calculer A + A%,

Exercice 41 [o02651 ] [Correction]

(a) Soit G un sous-groupe fini de GL,,(R) tel que dec tr g = 0. Montrer que
> gec9=0.

(b) Soit G un sous-groupe fini de GL,,(R), V' un sous-espace vectoriel de R"
stable par les éléments de G. Montrer qu’il existe un supplémentaire de V'
dans R™ stable par tous les éléments de G.

Exercice 42 [o2686 | [Correction]

(a) Soit f une forme linéaire sur M,,(R) vérifiant
VA, B € My(R), f(AB) = f(BA)

montrer que f est proportionnelle & la trace.

(b) Soit g un endomorphisme de l’espace vectoriel M,,(R) vérifiant
9(AB) = g(BA)

pour toutes A, B € M, (R) et g(I,) = I,. Montrer que g conserve la trace.

Exercice 43 [o04965 | [Correction]
Soient n > 2 et aq,...,a, des réels tous non nuls. Calculer le déterminant de

M= <ai+aj) € My(R).
1<i,5<n

aj a;

Exercice 44 |[o4970 | [Correction]
Soit A € M,,(R). Montrer det(A? +1,,) > 0.

Exercice 45 |[o4981 | [Correction]

Soient I un intervalle non vide de R et (fy,...
vers R.

Montrer que la famille (f1,..., f) est libre si, et seulement si, il existe x1,..., 2,

dans I tels que le déterminant de la matrice (f; (xj))1<z‘ i<n soit non nul.

, fn) une famille de fonctions de I

Exercice 46 [02693] [Correction]

Calculer le déterminant
ay +x (x)

ou x,ai,...,a, réels.
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Exercice 47 [o02694 ] [Correction]
Soient A, B,C, D € M, (K) avec AC = C A. Montrer que

A C
det (B D) = det(DA — BC).

Exercice 48 [o02659 ] [Correction]

Soient des matrices A, B € M,,(Z) telles que det A et det B sont premiers entre
eux.

Montrer Uexistence de U,V € M,,(Z) telles que

UA+VB=1,.

Exercice 49 [o02695 ] [Correction]
Soit A € M,,(C) (avec n > 2) vérifiant pour tout X € M, (C),

det(A+ X) =det A + det X.

Montrer que det A = 0 puis A = 0.

Exercice 50 [o032s88] [Correction]
Soient A, B, C, D des matrices carrées d’ordre n, réelles et commutant deux a

deux. Montrer que la matrice
A B
u-(e )

est inversible si, et seulement si, AD — BC l’est.

Exercice 51 [o4958 ] [Correction]
Soient n € N, ag,ay,...,a, des réels deux a deux distincts et £ = R,,[X].

(a) Montrer que 'on définit un produit scalaire sur E en posant, pour tous
P,QeE,

(PQ) =" Plar)Q(ar).

k=0

n

(b) Déterminer une base orthonormale de E pour le produit scalaire précédent.

(c) Exprimer la distance du polynéme X™ a l’espace

H={Pe€E|P(a)+-+ Play,) =0}.

Exercice 52 [ 04969 | [Correction]
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien E.
Montrer que F' et G sont supplémentaires orthogonaux si, et seulement si,

[|=]|* = (d(fﬂ7F))2 + (d(:c,G))2 pour tout x € E.

Exercice 53 [o02734] [Correction]

Calculer le minimum de )
/ (£ —at® — bt —¢)* dt
0

pour a,b, c parcourant R.

Exercice 54 [o2736 ] [Correction]

On munit M,,(R) du produit scalaire rendant orthonormée la base canonique,
dont on note || - || la norme associée. Soit J la matrice de M,,(R) dont tous les
coefficients sont égaux a 1.

Si M € M, (R), calculer inf, p)er2||M — al,, — bJ|.

Exercice 55 [03764 ] [Correction]
Soit A = (aid‘)lgi’jgn € Mn(R) Calculer

3 P — .. 2
Mg25<R>< 2 (o= miy) )

1<i,j<n

Exercice 56 [02743] [Correction]
Soit A = (a; j)1<i,j<n une matrice réelle orthogonale. Montrer que

§ @5

1<ij<n

< n.
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Exercice 57 [o02745] [Correction] (b) Nature de la série de terme général

Soient (a,b,c) € R®, o = ab+ bc+ ca, S = a+ b+ c et la matrice .
L
a b ¢ nlem
M=|c a b
b ¢ a

Exercice 61 [o02799 ] [Correction]
Soient o > 0 et (uy,) une suite de réels strictement positifs vérifiant

(a) Montrer
M e O3(R) <= o=0etSe{-1,1}.
wroli)

(b) Montrer U}z/nzlfnfaﬂLo =
M eSO3R) < o=0et S=1.

nO{

. o La série de terme général u,, converge-t-elle 7
(c) Montrer que M est dans SO3(R) si, et seulement si, il existe k € [0;4/27] tel
que a,b et ¢ sont les racines du polynome X3 — X2 + k.
Exercice 62 [o27s84] [Correction]
. . Soit ug € ]0; 27| puis
Exercice 58 [o03ss83] [Correction] Wn € N, et = sin(un/2).

Soit A = (a; j)1<i,j<n une matrice réelle vérifiant
(a) Montrer que (u,) tend vers 0.

(b) Montrer que lim(2"u,) = A pour un certain A > 0.

n n
Vi€{17~-~,n}7ai,i216tz Z a?’j<1.

(¢) Trouver un équivalent simple de (u, — A27").

i=1 j=1,j#i
(a) Montrer
7X € R\ {0}, XAX > 0. Exercice 63 [ 02809 ] [Correction]
(b) En déduire que la matrice A est inversible. On pose . X ,
n= et T g

Exercice 59 [ 03926 ] [Correction] (a) Montrer que la suite (a,) converge et trouver sa limite A.
Soient A et B dans O, (R) telle que (A + 2B)/3 appartienne a O, (R). Que dire de (b) Trouver un équivalent simple de a,, — \.

Aet B?

Exercice 64 |[o2792 | [Correction]

Exercice 60 [ 02800 ] [Correction] Nature de la série de terme général

a) Soient (uy)n>0 €t (vn)n>0 deux suites réelles, A € R. On suppose : a
(a) Soient (up)n>0 €t (vn)n>0 d ites réelles, A € R. O 9] n

A S, In%k

Untl =1—-—+v
Up, no "

vn € N,u, >0, Z|vn\ converge et
ol « est réel.

Montrer que (n*u,) converge.
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Exercice 65 [o027s89 ] [Correction]
Nature de la série de terme général
1\"
e — (1 + E)
n32 — [n32] +n’

Exercice 66 [o02795] [Correction]
Soit a € R*. On pose, pour n € N*

_ 1
Yo ke

Nature de la série de terme général u,, ?

Un

Exercice 67 [o02798] [Correction] )
Soient o € R et f € C°([0;1],R) telle que £(0) # 0. Etudier la convergence de la

série de terme général
1 1/n
0

Exercice 68 [o03750] [Correction]
Soit (uy,) une suite réelle strictement positive et convergeant vers 0. On pose

n

n
Un+41
vy = —t avec S, = g -
5 k=0

Montrer que les séries Y u,, et > v, ont méme nature.

Exercice 69 [o03119] [Correction]
Soient (wy,)n>0 €t (v5)n>0 dans (RN telles que

1

YneNuv,=—+—.
" v 14+ n2u,

Montrer que si la série de terme général v,, converge alors la série de terme
général u,, diverge.
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]
En multipliant les trois complexes ¢, u, v par €, on peut former un nouveau
triplet solution & partir d’un premier. Sans perte de généralité, on peut donc
supposer ¢t € R, auquel cas t = a.
En écrivant v = z + iy et v = 2’ + iy’ avec z,2',y,y’ € R, la condition
t+u+ v =0 donne

{x’ =—(a+2x)

0

/

y=-Y

et les deux conditions u = b et vv = ¢? équivalent alors au systéme

IE2 4 y2 — b2
(x4 a)? +y? =2
Ce systéme posséde une solution si, et seulement si, le cercle de centre O et de
rayon b coupe le cercle de centre 2(—a,0) et de rayon c. Ces deux cercles se

coupent si, et seulement si,
b—c| <a<b+e

On peut alors conclure que le triplet (¢,u,v) existe si, et seulement si, chacun des
paramétres a, b, ¢ est inférieur & la somme des deux autres.

Exercice 2 : [énoncé]

Si a €]0; 1], la suite est constante égale & 0.

Si a = 1, la suite est constante égale a 1.

Sia>1alors a” —1< [a"| < a™ donne (a™ — l)l/n < |a"] 1/n < a et donc, par
encadrement, la suite converge vers a.

Exercice 3 : [énoncé]
Notons que la suite (y,,) est croissante, elle est donc convergente si, et seulement
si, elle est majorée.

(a) Ici ypy1 = v/a + yn. Soit £ la racine positive de I’équation ¢ — ¢ —a = 0 i.e.

671+\/1+4a
-2

On remarque que y; = v/a < £ et on montre par récurrence y, < ¢. La suite
(yn) est croissante et majorée donc convergente.

(b) On observe que la nouvelle suite (y,,) est désormais égale a b fois la

précédente, elle est donc convergente.

(¢) Si (yn) converge vers £ alors 22 " <y, < ¢ donc (v2 ") est bornée.

Si (x2°") est bornée par une certain M alors z,, < MQH, la suite (y,) définie
par (z,,) est alors inférieure & celle obtenue par (M?"), cette derniére étant
convergente, la suite (y,,) converge.

Exercice 4 : [énoncé]
En linéarisant et en faisant quelques transformations angulaires de simplification

f cos? fm T
9 4’
k=1

Exercice 5 : [énoncé]

(a) Si f(x) > x alors par croissance de f,
)z @) > > fl@) >

ce qui est absurde. Une étude analogue contredit f(x) < x.

(b) On a f(0) > 0 et f(1) < 1. Par dichotomie, on peut construire deux suites
(an) et (by,) vérifiant
F(an) > an et £(b) < by

On initie les suites (a,,) et (b,) en posant ag = 0 et by = 1.

Une fois les termes a,, et b, déterminés, on introduit m = (a,, + b,)/2.

Si f(m) > m on pose a,+1 = m et byt = by,.

Sinon, on pose ant1 = ay €t by = m.

Les suites (a,,) et (b,) ainsi déterminées sont adjacentes et convergent donc
vers une limite commune c. Puisque a,, < ¢ < b,,, on a par croissance

et donc
an < f(e) < by,.

Or (ay) et (b,) convergent vers ¢ donc par encadrement
fle)=c
On peut aussi décrire un point fixe de f en considérant
c=sup{z € [0;1], f(x) > x}.

Les deux questions de cet oral ne semblent pas étre liées.
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Exercice 6 : [énoncé]
Considérons

g (2= B)f(a) + (a = 2)f0) + (b~ ) f(x) — 5 (0~ )b~ 2)(x — @)K

ot la constante K est choisie de sorte que g(¢) = 0 (ce qui est possible).
La fonction g s’annule en a, en b et en ¢ donc par le théoréme de Rolle, il existe

d € I tel que ¢g"”(d) = 0 ce qui résout le probléme posé.

Exercice 7 : [énoncé]

donc

Il
S|
M-
=3
N
IS

Pour k € {1,...,n}, n%g%donc

puis

Exercice 8 : [énoncé]

Pour z > 0, x — %x;’ <sinz < z donc |sina — x| < Ma3 avec M = 1/6.

On a alors . " Y
donc
n n
k k k\ k M
Su(t)(t) E()e]< o
k=1 k=1
Or

" (kN Kk o
Zsm — = = tsintdt
njn 0

k=1

k 1
1+) —>/ In(1+t)dt =2In2—-1
0

donc
Z sin| — |sin{ — | — sinl — cos 1.
Pt n n

Pour z > 0, z — $2° < sinz < x donne aussi ’sinQJ: — x2] < M'z* avec M’ =1/3.
Ainsi

n 1 n 1 n 1 M/
2 — <M — < 0.
2 T e <M L me
Or
1 1 & 1 U de
- = — =1In2
— k+n n;l—i—k‘/n /0 1tz
donc

Exercice 9 : [énoncé]
C’est du cours!

Exercice 10 : [énoncé]

On a
n : nT
, (n+ 1)z sin %
r) = cos kx = cos =
fu(@) Z 2 sin £
k=1 2
donc
T
o
"on+1
Par suite
" sin 2T 1 < sin AT
_ n+1l _ n+1
fn(xn)_z Lk _n+1z k-
k=1 k=1 n+l

Or la fonction ¢ — sin(nt)/t peut étre prolongée en une fonction continue sur
[0;1] donc par somme de Riemann

fn('rn)_)/o sin(7t) dt.
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Exercice 11 : [énoncé]
Par ’égalité de Taylor-Lagrange (hors-programme) :

Vo €10;7/2[,3¢ €]0;x[,sinx =2 — éx?’ cos(§).

Le réel 0, = &/x convient alors
A défaut de connaitre ’égalité de Taylor-Lagrange, par 1’égalité de Taylor avec

reste-intégrale
Tz —t)?
sinx =x — ( ) costdt.

Or pour t € [0;x], on a
cosx <cost<1

avec inégalité stricte pour ¢ € ]0; z[ donc

23 T (x—1t)? 3
—cosz < costdt < —.
6 0 6

2!

Ainsi

T (x—t)? 3

/ ( ) costdt = A— avec cosz < A < 1 = cosO.
0 2! 6

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on peut écrire

A = cos(z6,) avec 0, € ]0;1].

Quand z — 0, z6,, — 0 donc

cos(zb,) =1— 1x29§ + o(2?)

2
puis
sine =x — 117‘3 + ix592 +o(z”)
6 127 77
or
1 1 .
smx—x—ém —i—mas +o(z”)
donc 62 — 1/10 puis
0, — !
LV

Exercice 12 : [énoncé]
On peut écrire

1 < 1
=) T onmE = aon
n3 po (1+ Qk/n n

avec

1 — 1
Sn = EZ (14 2k/n)3"

k=1
Par les sommes de Riemann, on a

s /1 a 17 2
"onstoo” Jo (T42t)3 4(1+202], 9

On en déduit

Exercice 13 : [énoncé]

On a
. n—>5
N k=1+= n3 n!’
n!kzzo +n+ﬂ(ﬂ—1)+n(n_1)(”_2)+0(n3>+kz—on!
Or 5
n ! (n —5)! 1
> Gz e-ot ()
k=0
donc
1 112 1
— Y kKl=14+—-+—=+—=+o0| —=
n|k n 2 3 n3
=0

Exercice 14 : [énoncé]
On peut écrire

On a alors

a" +1=0pP — (=1)**t = (b

—1))f:b’“(— Pk — (b+1)c

k
avec b=a? .

On en déduit que b+ 1| a™ + 1, or a™ + 1 est supposé premier et b+ 1 > 1 donc

b+1=a"+1 puis n = 2~.
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Exercice 15 : [énoncé]

(= ) Supposons P scindé sur R. Celui-ci posséde exactement n racines réelles
comptées avec multiplicité aq,...,a,- Sachant que le polynéme est unitaire, on
peut écrire

P=(X—-a)...(X —ap).

Pour tout z € C, on a alors

n

|P(2)] = []Iz = axl = [1m(2)["

k=1

car

|z —ak| = \/(Re(z) — ak)2 + (Im(z))2 > |Im(z)].

( <) Supposons |Im(z)‘" < |P(z)] pour tout z € C. On sait que le polynome P
est assurément scindé sur C. Or, si z est une racine de P, la propriété précédente
donne |Im(z)|n < 0 et donc z € R. Ainsi, les racines de P sont toutes réelles et le
polynéme P est scindé sur R.

Exercice 16 : [énoncé]
Quel que soit le complexe A, le polynéme P — X est non nul donc scindé sur C. La
difficulté est ici de trouver A pour lequel les racines de P — X soient simples.

Les racines multiples d’un polyndéme sont les racines qui sont communes a
son polynome dérivé.

Notons 21, ..., 2y les racines de P’ = (P — \)’. Pour A différent de chacune des
valeurs P(z1),...,P(z,), le polynome P — A ne s’annule pas en les z1, ..., 2, et
ses racines sont donc simples.

Exercice 17 : [énoncé]

Parmi les polyndémes constants, seuls le polyndéme nul est solution.

Si deg P > 1 alors, pour vérifier ’équation, il est nécessaire que deg P = 2. On
peut alors écrire P sous la forme aX? + bX + c. Parmi, les polynémes de cette
forme, ceux solutions sont ceux obtenus pour b = 0 et ¢ = —a. Conclusion, les

polynomes solutions sont les a(X? — 1) avec a € R.

Exercice 18 : [énoncé]

(a) Si P est degré 1 alors P’ est constant. Si P est de degré n > 2, par
application du théoréme de Rolle, il figure une racine de P’ entre deux
racines consécutives de P. De surcroit, si a est racine de multiplicité o € N*
de P, a est aussi racine de multiplicité o — 1 de P’. Par suite, P’ en admet
n — 1 racines comptées avec multiplicité et est donc scindé.

(b) 0 est racine multiple du polynome dérivé a 'ordre 2. Si le polynome était
scindé, I’étude qui précéde permet d’observer que 0 est racine du polyndme.
Ce n’est pas le cas.

Exercice 19 : [énoncé]

Soit P solution. X | (X +4)P(X) donc X | P puis (X +1) | P(X + 1) donc
(X+1)| (X +4)P(X) puis X + 1| P etc.

Ainsi on obtient que P(X) = X(X + 1)(X + 2)(X + 3)Q(X) avec

Q(X +1) = Q(X) donc Q constant.

La réciproque est immeédiate.

Exercice 20 : [énoncé]
On a

NE

cosnf = Re(e™?) = Re(

el
I

(n) i* cos™* @ sin® 9)
k
0
donc

E(n/2)

cosnf = Z (-1)* (;) cos™ 26 9(1 — cos? 0)°

£=0
est un polynome en cos §. Cela assure Dexistence de T;,, I'unicité provenant de ce
que deux polynémes coincidant en un nombre infini de points sont nécessairement
égaux.

(a)

cos(n 4+ 1)0 4 cos(n — 1)8 = 2 cos 0 cos nb

donne
Thy1 —2XT,+T,-1 =0.

(b) On a
T, (cosf) = cosnb

donc en dérivant
—sin 0T, (cos @) = —nsinnd

et
sin? 0T (cos 0) — cos T (cos §) = —n? cosnb.
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On en déduit par coincidence de polynomes sur [—1;1] que
(1 - X)HT! - XT) +n*T,, = 0.
(c) En dérivant cette relation & ’ordre & :
(1= X212 _ 2 X TR+D _ (e —1)TF) — X T*+D _ (0 27 — o (1) .
En évaluant (1) en 1 :
(2k + 1)TFD (1) = (n? — B)TF (1).
Comme Téo)(l) = 1, on obtient

n!)22% k!

Ték)(1) = {(nk)!(n+k)!(2k+1)! sik<n

0 sinon.

En évaluant (1) en —1 :
(2k + )T (1) = —(n? — 2T (1).

Comme Trgo)(fl) = (—1)", on obtient

TV (-1) = (1" TP ().

Exercice 21 : [énoncé]

(a) Si a est une racine de P non nulle alors a?,a?,... sont racines de P. Or P # 0
donc P n’admet qu’un nombre fini de racines. La série précédente est donc
redondante et par suite a est une racine de l'unité et donc |a| = 1.

Si a = 0 est racine de P alors 1 = (0 + 1)? aussi puis 4 = (1 + 1)? lest
encore,. . . et finalement P admet une infinité de racines ce qui est exclu.
Finalement les racines de P sont toutes de module 1.

(b) Soit a € C une racine de P. a + 1 est racine de P(X — 1) donc (a + 1)? est
aussi racine de P. Il s’ensuit que |a| = |a 4+ 1] = 1. En résolvant cette double
équation on obtient a = j ou j2 et donc P est de la forme

P(X) = \NX — j)*(X - j*)°.

Le nombre j est racine de multiplicité o de P donc j est racine de
multiplicité au moins a de

P(X?) = (X = j)*(X? — j%)°

et par suite 8 > a. Un raisonnement symétrique permet de conclure 8 = « et
le polynémeP est de la forme

MXZ+ X+ 1)~
Un tel P est solution du probléme posé si, et seulement si,
MXP X2+ D)= M(X - 1)+ (X -1+ D*XP+ X + 1)

égalité qui est vérifiée si, et seulement si, A = 1.
Finalement les solutions du probléme posé sont les polynomes
P=(X?4+X+1)*avec a € N.

Exercice 22 : [énoncé]

Soit (P, Q) un couple solution.

Si le polynome P est constant alors nécessairement Q = 0 et P = £1. Vérification
immeédiate.

Sinon, posons n = deg P € N*. La relation P? + (1 — X?)Q? = 1 impose que P et
() sont premiers entre eux et en dérivant on obtient

PP — XQ% + (1 — X*)QQ' = 0. Par suite Q | PP’ puis Q | P’. Par des
considérations de degré et de coefficient dominant on peut affirmer P’ = +nQ.
Quitte a considérer —@Q, supposons P’ = nQ et la relation

PP — XQ*+ (1 - X?)QQ" =0 donne (1 - X*)P" — XP' +n%P =0.

Résolvons I’équation différentielle (1 — ¢2)y” — ty’ + n?y = 0 sur [—1;1].

Par le changement de variable ¢ = cos ), on obtient pour solution générale

y(t) = Acos(narccost) + psin(narccost).

La fonction ¢ +— cos(n arccost) est polynomiale (cf. polynome de Tchebychev),
cela définit le polynome T,.

La fonction ¢ — sin(n arccost) ne lest pas car de dérivée \/% cos(n arccost) non
polynomiale.

Par suite P = AT, et Q = +1T7.

La relation P? 4+ (1 — X?)Q? = 1 évaluée en 1 impose A\? = 1 et finalement

(P,Q) = (£T, £1T7).

Vérification : pour le couple (P, Q) = (£T,,,=+T}), le polynome P? + (1 — X?)Q?
est constant car de polynéme dérivé nul et puisqu’il prend la valeur 1 en 1, on
peut affirmer P? + (1 — X?)Q? = 1.

Exercice 23 : [énoncé]
Le polynéme nul est solution. Soit P une solution non nulle.

Si a est racine de P alors a? l’est aussi puis a?, a®, .. ..
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Or les racines de P sont en nombre fini donc les éléments a®" (n € N) sont
redondants. On en déduit que a = 0 ou a est une racine de 'unité.

De plus, si a est racine de P alors (a — 1) est aussi racine de P(X + 1) donc

(a — 1)? est racine de P. On en déduit que a — 1 = 0 ou @ — 1 est racine de 'unité.
Sia#0,1 alors |a| = |a — 1] =1 d’oit 'on tire a = —j ou —j5.

Au final, les racines possibles de P sont 0,1, —j et —j2.

Le polynéme P s’écrit donc

P(X) = AX*(X = DX +5)7(X +52)°

avec A # 0, o, 3,7,0 € N.
En injectant cette expression dans ’équation

P(X?)=P(X)P(X +1)

on obtient
MN=Na=pety=6=0.

On conclut
P(X)=(X(X -1)"

Exercice 24 : [énoncé]

Supposons P solution.

Le coefficient dominant \ de P vérifie A\ = \? et donc est égal a 1.

Si a est racine de P alors a? et (a + 1)? le sont aussi.

Si a # 0 est une racine de P alors a?,a?, ... sont racines de P. Or P # 0 et donc
P n’admet qu’un nombre fini de racines. La suite précédente est donc redondante
et par conséquent a est une racine de l'unité. En particulier |a| = 1.

Si a = 0 est racine de P alors 1 = (0 + 1)? aussi puis 4 = (14 1)? 'est encore,.. . et
finalement P admet une infinité de racines ce qui est exclu.

Finalement les racines de P sont toutes de module 1.

Or si a est racine de P, (a + 1)? I'étant encore et donc

la| =la+1] = 1.

Les seuls complexes vérifiant cette identité sont j et 52 (ce sont les points
intersection du cercle unité et du cercle de centre —1 et de rayon 1 du plan
complexe). On en déduit

P=(X*+X+1)"
car P est un polynome réel et que donc ses racines complexes conjuguées sont
d’égales multiplicités.
Inversement, on vérifie par le calcul qu'un tel polynéme est bien solution.

Exercice 25 : [énoncé]

(a) On a
cos3z =4cos®z — 3cosz

donc
4a® — 3a = cos(1/3) = 1/2.

Ainsi @ est racine du polynéme 8X3 — 6X — 1.

oit x une racine rationnelle de ce polynéme. On peut écrire x = p/q avec
b) Soit i ti lle d lynod O t écri
pAg=1.0n a alors
8p> — 6pg® — ¢> = 0.

On en déduit p | 8p> — 6pg® = ¢3. Or p et q sont premiers entre eux et donc
par le théoréme de Gauss p = £1. De plus ¢? | 6pg® + ¢> = 8p? et, par un
argument analogue au précédent, ¢2 | 8. Ainsi ¢ = +1 ou ¢ = £2.

Or 1,—1,1/2 et —1/2 ne sont pas les valeurs de cos(m/9). On peut donc
conclure que a est irrationnel.

Exercice 26 : [énoncé]

Les poles de cette fraction rationnelles sont simples et sont les racines n-iéme de
Punité wy, . ..,wn—1. Sachant que la fraction rationnelle est de degré strictement
négatif, sa partie entiére est nulle et sa décomposition en éléments simples
cherchée s’écrit

La partie polaire

X —a

d’un pole simple a d’une fraction rationnelle P/Q s’obtient par la relation

En effet, si Q(X) = (X —a)R(X) on a Q'(a) = R(a)
Ici

et donc
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Exercice 27 : [énoncé]

Considérons l'application ¢: R, 41[X] — R,[X] définie par

©(P)=P(X 4+ 1) — P(X). L’application ¢ est bien définie, linéaire et de noyau
Ry[X]. Par le théoréme du rang elle est donc surjective et les solutions de
Péquation ¢(P) = X" se déduisent les unes des autres par I’ajout d’un élément de
Ro[X] c’est-a-dire d’une constante. Ainsi il existe une unique solution vérifiant
P(0)=0.

Exercice 28 : [énoncé]
L’application ® est bien définie et celle-ci est linéaire car, pour tous A, u € K et
tous u,v € L(E),

D(Au+ pv) = ((Au + po)(e; )1<i§n
= (Au(e;) + po eZ))lgiSn

/\(u( ))1<z<n + “(U(ei))1gign = A®(u) + p®(v).

De plus, 'application linéaire ® opére entre deux espaces vectoriels de dimensions
finies égales puisque

dim £(E) = dim(E) x dim(E) = n* = n x dim E = dim(E™).
L’application ® est donc un isomorphisme si, et seulement si, celle-ci est injective.

On montre que @ est injective si, et seulement si, la famille (eq, . ..
une base de E.

,€n) est

( <) Supposons que la famille (ey,...,e,) soit une base de E et étudions le

noyau de ®. Soit u € Ker(®). On a

®(u) =0gn donc wu(e;) =---=ule,) =0g.

Pour z vecteur arbitraire de F, on peut écrire x = A\je1 + --- + A\,e, et alors, par
linéarité de u,

u(z) = Muler) + -+ + Apu(en) = 0g.

On en déduit ' que ’application u est nulle. Ainsi, le noyau de ® est réduit &
I’endomorphisme nul et on peut conclure que ® est un isomorphisme.

1. Plus rapidement, on peut rappeler que I'image d’une base détermine entiérement une appli-
cation linéaire.

(=) Supposons que P soit un isomorphisme. Soit p la projection sur I’espace
F = Vect(ey,...,e,) parallélement & un espace supplémentaire arbitraire. On a
p(e;) = e; pour tout i € [1;n] et donc ®(p) = ®(Idg). Par injectivité de P, il
vient p = Idg et p est donc la projection sur ’espace E. On en déduit
Vect(eq,...,en) = E. La famille (eq,...,e,) est alors génératrice de E et
puisqu’elle est de longueur n = dim F, c’est une base de F.

Exercice 29 : [énoncé]
Facilement Im(f + ¢g) C Im f + Im g donc

rg(f + g) < dim(Im f + Im g) <rg(f) + rg(g).
Puisque f = f + g+ (—9),

rg(f) <rg(f+g) +rg(—g) =r8(f +9) +r8(9).
Aussi rg(g) < rg(f +g) +1g(f) donc

rg(f) —rg(9)| <rg(f +9)-

Exercice 30 : [énoncé]

Il est clair que les application F; sont éléments de (R, [X])* espace de dimension
n + 1. Pour conclure, il suffit d’observer la liberté de la famille (Fp,..., F},).
Supposons A\gFp + -+ -+ A\ F, = 0.

En appliquant cette égalité aux polynoémes 1,2X, ...,
équations formant le systéme linéaire :

(n+1)X™ on obtient les
Xoao + -+ Apa, =0
Aoad 4+ -+ Apa =0
/\oan'H co e Apaltl :()
Par un déterminant de Vandermonde, ce systéme est de Cramer ce qui entraine
A=...=\p =
La famille est alors libre et constituée du bon nombre de vecteurs pour former une

base de (R, [X])*.

Exercice 31 : [énoncé]
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(a) (vou)? =voldpou=wvou donc vou est un projecteur.

(b) Le rang d’un projecteur est égal a sa trace donc
rg(vou) =tr(vou) =tr(uov) =tr(ldp) = p.
On a
Im(vou) CImv et dimIm(vou) =rg(vou)=p>rgv)=dimlmo.
On en déduit

Im(vowu) =Imuw.

On a
Keru C Ker(vou) et dimKeru = n—rgu > n—p = n—rg(vou) = dim Ker(vou)

donc
Ker(v o u) = Ker u.

Exercice 32 : [énoncé]

Pour f € E* et g € F*, posons f ® g Papplication définie sur £ x F' par
(f®g)x,y) = f(x) + g(y). I est facile d’observer f ® g € (E x F)*. Considérons
p: E* x F* = (E x F)* définie par ¢(f,9) = f ®g.

L’application ¢ est linéaire.

Si ¢(f,g) = 0 alors pour tout (z,y) € E x F, f(z) 4+ g(y) = 0.

Pour y = 0, on peut affirmer f = 0 et pour x = 0, on affirme g = 0. Ainsi

(f,g9) =(0,0) et donc ¢ est injective.

Soit h € (E x F)*. Posons f: x +— h(z,0), g: y — h(y,0). On vérifie aisément
feE* geF*etp(f,g) =hcar h(xz,y) = h(x,0)+ h(0,y).

Exercice 33 : [énoncé]

(a) Siye f(zzlzl EZ) alors on peut écrire y = f(x1 + -+ x,) avec z; € E;. On
alors y = f(x1) + -+ + f(z,) avec f(z;) € f(E;) et ainsi

f(ZEz) - Zf(Ei)'

Siy e, f(E;) alors on peut écrire y = f(z1) + -+ + f(z,) avec z; € E;.
On a alors y = f(z) avecx =21 + -+ +x, € Y., E; donc

f<Z Ei> > Zf(EZ-)-

(b) Si f(x1)+ -+ f(x,) =0 avec z; € E; alors f(x1 + -+ + x,) = 0 donc
1+ -+ x, =0 car f injective puis x1 = ... =z, = 0 car les E; sont en
somme directe et enfin f(z1) =... = f(z,) = 0. Ainsi les f(E;) sont en
somme directe.

(c) Soit x € Z§=1 S71(F}). On peut écrire © = x1 + - - - + x, avec f(z;) € Fj
donc f(z) = f(z1) + -+ flzp) € 37_) Fj. Alnsi

d FUE)C fl<ZFj>-

j=1

On obtient une inclusion stricte en prenant par exemple pour f une
projection sur une droite D et en prenant Fi, Fo deux droites distinctes de D
et vérifiant D C F; + F5.

f=0o0u f =1d sont des conditions suffisantes faciles. ..

Plus finement, supposons chaque F; inclus dans Im f (et p > 1)

Pour x € f~1( ?:1 F;), on peut écrire f(z) =y + - +yp avec y; € Fj. Or
F; C Im f donc il existe z; € E vérifiant f(x;) = y;. Evidemment,

z; € f~1(F};). Considérons alors 2} = x — (v + -+ +,), on a f(z}) =
donc 2} € f~1(Fy) et x = 2y + @2+ - +xp € 30, f71(F)). Ainsi

P P
! (Z Fj> D fNE)
j=1 j=1
puis ’égalité.

Exercice 34 : [énoncé]

(a) Par opérations par blocs

(A A (A A N_ (A On
M) =1\, p)=lo, B-a)~®l0, B-4)

On en déduit ’égalité
rg(M) = rg(A) +rg(B — A).

(b) La matrice M est inversible si, et seulement si, A et B — A le sont. Supposons
que ce soit le cas et recherchons l'inverse de M de la forme

C D
N—(D E> avec C,D,E e M, (K).
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L’égalité M N = I, se traduit par le systéme

AC+ AD =1,
AD+ AE =0,
AC+ BD =0,
AD + BE =1,.
La deuxiéme équation et 'inversibilité de A donne D = —F auquel cas la

derniére équation produit D = (A — B)~! puis, par la troisiéme, il vient
C=A"'BB-A)"".
On observe alors que la premiére équation est vérifiée et, finalement,

. (AT'B(B-A)' (A-B)!
w = (YA B

Exercice 35 : [énoncé]
Le produit d’une colonne de hauteur n par une matrice ligne de longueur n est
possible et définit une matrice carrée de taille n :

T1Y1r - T1Yn T1 Y1
Xy = pour X = et Y =

De plus, si les colonnes X et Y sont non nulles, le produit X*Y n’est pas nul 2. Au
surplus, les colonnes d’une telle matrice sont colinéaires et il s’agit donc d’une
matrice de rang 1.

Les colonnes X; et Y; n’étant pas nulles car éléments d’une famille libre, les
produits X;"Y; sont bien définis et sont des matrices de rang 1 éléments de

M, (R).

Supposons

Z /\7;7]‘Xfﬁifj =0, avec /\i,j € R.

i,j=1

On interpréte cette égalité de matrices carrées colonne par colonne afin
d’employer la liberté de la famille (X1,...,X,).

2. Si les coefficients d’indice i de X et j de Y sont non nuls, le coefficient d’indice (7,5) de X'Y
n’est pas nul.

En organisant le calcul de la somme, on écrit
ZXsz = On avec Li = Z )\i7jtY} = (ai71 s aim) .
i=1 j=1

Pour k € [1;n], 'égalité des colonnes d’indice k donne

n
E a; - X; = Op 1.
i=1

Par liberté de la famille (X7, ..., X,,), les a; 5 sont tous nuls et donc les lignes L;
le sont aussi. Par transposition, on obtient

n
Z )‘iJ}/j = th' = On71 pour tout ¢ = 1, oy .
j=1

Par liberté de la famille (Y1,...,Y,), on conclut que les A; ; sont tous nuls.
Finalement, la famille (XitY})lgiJSn est une famille libre constituée de

n? = dim M,,(R) matrices de rang 1 de M,,(R), c’est donc une base de cet espace
telle que voulue.

Exercice 36 : [énoncé]
En étudiant l'égalite AM = M A, on justifie C(A) = D,,(C). C(A) est donc un
sous-espace vectoriel de dimension n. De plus il contient évidemment les éléments
A¥ pour k € {0,...,n — 1} (et, plus généralement, tout polynome en A).
Supposons

Aol +MA+ -+ N1 AP =0,

Le polynéme P = Ay + M1 X + - + A1 X" ! est annulateur de A, donc les

ai, ..., Qn qui sont valeurs propres de A sont aussi racines de P qui posséde alors
plus de racines que son degré. On peut alors affirmer P = 0 puis

A =...= A1 =0.

La famille (A*)g<k<n—1 est une famille libre a4 n éléments de C(A), c’en est donc
une base

Exercice 37 : [énoncé]
Si f=0alors fog=0.
Sinon il existe une base de R? dans laquelle la matrice de f est

A_<8 (1)>
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La matrice de ¢ commutant avec f est de la forme

a b
0 a
et puisque g2 =0, a = 0.

Par suite la matrice de f o g est nulle.

Exercice 38 : [énoncé]

Supposons A inversible. Puisque A et B commutent, A~! et B aussi. Comme B
est nilpotente, —A ™1 B 1’est aussi. Or il est classique d’observer que si N est
nilpotente, I — N est inversible d’inverse I + N + --- 4+ NP~ ayec p l’ordre de
nilpotence de N. Ainsi I + A~ B est inversible et A + B = A(I + A~ B) aussi.
Supposons A + B inversible, puisque —B est nilpotente et commute avec A + B,
A = A+ B — B est inversible.

Exercice 39 : [énoncé]

F,, est clairement un endomorphisme de C,,_1[X]. Sa matrice dans la base

(1, X,..., X" Hest A= (@i,j)o<i,j<n—1 AvVec a; j = ﬁwij. On remarque que

AA =1, car %ZZ;& wU=DF = §, .. Par suite F,, est un automorphisme et F;!
étant représenté par A, F;1(P) = ﬁ S e Pw R Xk

Exercice 40 : [énoncé]
Posons By, = A¥ + A=, On vérifie

(Ak—i-A_k) (A+A_1) :Ak+1+A—(k+1) +Ak—1+A—(k—1)

et donc
By = Biy1+ Bi1-

Sachant By = 2I,, et B; =1,,, on a par récurrence By = AL, avec (A;) la suite
récurrente linéaire double déterminée par

=2, =1
Akl = Ak — Ag—1-

L’équation caractéristique a pour racines

—j=¢e™? et —j

et le terme Ay s’exprime

kmw . (k7
Ay = acos(g) + ﬁsm(g)

Apres résolution connaissant \g = 2 et A\ = 1, on obtient
k
A = 2cos (W> .
3

Exercice 41 : [énoncé]

(a) Posons p =3 ;9. p? = > geG 2neg 9h- Or pour g € G, Iapplication
h +— gh est une permutation du groupe G donc ), o gh = p et par suite
p? = Card G.p.
Par suite ﬁp est une projection vectorielle et puisque son rang égale sa
trace, rgp = 0. Ainsi p = 0.

b) Considérons p(z,y) = g(x)|g(y))- ¢ est un produit scalaire sur R™

geG

pour lequel on a Vh € G, h* = h™!. Pour ce produit scalaire, V+ est un

supplémentaire de V stable pour tout h~! avec h élément de G donc stable
pour tout élément de G.

Exercice 42 : [énoncé]

(a) Notons E; ; les matrices élémentaires de M,,(R). Puisque
B, =FE jE;j;et B;; = E;;E;
I’hypothése de travail donne
f(Eii) = f(Ei; Ejq)

De plus, pour i # j, on a

= f(E;iEi;) = f(Ej;).

Eij=E;;L;;et On = E;;E;

donc

f(Eij) = f(Ei;Ej;) = f(Ej;Ei;) = f(O) = 0.

Ainsi

f(A) = f(z a; ;B ) =ArA

en notant A la valeur commune des f(E; ;).
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(b) Posons f = trog. L’application f est une forme linéaire vérifiant
VA, B € M,(R), f(AB) = f(BA).
Ainsi f = Atr.
Or f(I,) = tr(g(I,)) = tr I, donc A = 1. Ainsi f = tr et
VM € M, (R),tr(g(M)) = f(M) = tr(M).

Exercice 43 : [énoncé]

On remarque que les colonnes de M sont combinaisons linéaires de deux
colonnes particuliéres.

Introduisons les colonnes X = (a4 an) et X' ="(a;" -+ ay'). La

j-éme colonne de la matrice M s’écrit

1
Cj=—X+a;X'.
aj

Les colonnes de M sont donc toutes combinaisons linéaires des colonnes X et X'.

Cas: n > 3. Le déterminant de la matrice M est nul car ses colonnes forment une
famille liées puisque c’est une famille de n éléments de 'espace Vect(X, X’) de
dimension au plus 2.

Cas: n = 2. Un calcul direct est possible

det(M) =2 x 2 — o b\ __(a_bY
B b a) b a)’

Exercice 44 : [énoncé]
On factorise A% +1,, dans le cadre des matrices complezes.
Puisque les matrices A et I,, commutent, on peut écrire
A% 41, = A% — (DI, = (A —il,) (A +il,).
Le déterminant d’un produit étant le produit des déterminants, on poursuit

det(A® +1,) = det(A —il,,) det(A +1L,,).

Or, si M désigne la matrice obtenue par conjugaison des coefficients d’une matrice

carrée M, on observe

det (M) = det(M)
et donc

det (A% +1,,) = det(A + iL,) det(A +iL,) = |det(A +iL,)|* > 0.

Exercice 45 : [énoncé]
Raisonnons par double implication.

x, dans I tel que la matrice
, An) € R™ tel que

( <) Supposons qu’il existe z1, ...,
A= (fi(l’j))lgi’jgn soit inversible. Soit (A, ...

AMfit+ Afa=0.

En évaluant cette égalité fonctionnelle en x1, ..., z, on obtient les n équations du
systéme suivant :

Mfi(xe) +- F Anfu(z1) =0

A1fi(xn) —|— e —|— Anfn(2n) - 0.

Ce systéme correspond & ’équation matricielle *AX = 0 avec
X ="\ An). Or la matrice A est inversible et la seule solution de ce
systéme est la solution nulle : la famille (fi,..., f,) est donc libre.

(=) On raisonne par récurrence sur n € N*.

Pour n =1, si (f1) est une famille libre, la fonction f; n’est pas nulle et il existe
donc z € T tel que f1(zq1) # 0.

Supposons la propriété établie au rang n > 1. Au rang suivant, considérons

(f1,-- s fn, fne1) une famille libre de fonctions de I vers R. En appliquant
I’hypothése de récurrence a la sous-famille libre (f1,..., f,), on obtient x1,...,x,
dans I tel que le déterminant de la matrice (fi(xj))lgi,jgn soit non nul.

Pour z € I, étudions alors

fi(z1) filzn)  fi(z)
D(z) = : : :
fn(z1) fny1(2n) fn(2)
frt1(x1) frt1(@n)  foia1(2)

On développe ce déterminant selon la derniére colonne.

Par ’absurde, si la fonction D est nulle sur I, on obtient par développement du
déterminant selon la derniére colonne I’identité

Mfi(@)+ -+ A fn(@) + Anp1fnr1(z) =0 pour tout z € T (1)
avec Ap, ..., Apy1 les réels (indépendant de x) donnés par

[Une figure]
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1<ij<n et n’est donc
pas nul. L’égalité (??) détermine alors une relation linéaire sur les éléments de la
famille (f1,..., fn, fat1). Ceci est absurde car cette famille est supposée libre. On
en déduit l'existence d’un réel z,; dans I tel que D(z,,41) # 0.

La récurrence est établie.

En particulier, A, correspond au déterminant de ( fi (xj))

Exercice 46 : [énoncé]

En retirant la premiére colonne aux autres, on obtient un déterminant ot ne
figurent des x que sur la premiére colonne. En développant selon cette premiére
colonne, on obtient une expression affine de la variable x.

a1+ (x)
. =ax + .
(z) an +

Il reste & déterminer les réels a, 8 exprimant cette fonction affine.
D’une part

a1 +x (z) ai (0)
ﬁ: '.. = '.. =ar...ap
(x) an+z| _, [(0) an
et d’autre part
!
a1 +x x
d 1 ()
T dx -
(z) an+x| _,

La dérivée d’un déterminant est la somme des déterminants obtenus lorsqu’on ne
dérive qu’une colonne
a1 1 (0)

n

-y

7=11(0) 1 an

ot la colonne formée de 1 est a la position j. Chaque déterminant se calcule en
développant selon la ligne ne contenant que le coefficient 1 et ’on obtient

n

o=

J=1 i

Exercice 47 : [énoncé]
Supposons pour commencer la matrice A inversible.
Par opérations par blocs :

A C\[I —-A"1C (A 0
B D)/ \0 I “\B D-BA'C)"
On en déduit

‘g g‘ =det(D — BA™'C)det A = det(DA — BA™'CA).

Or les matrices A et C' commutent donc A1 et C' commutent aussi et
‘A C

B D’ =det(DA — BC).

Supposons A non inversible.
Pour p assez grand, la matrice A, = A+ %I est inversible et commute avec C' donc

Ay O _
det (B D> =det(DA, — BC).

En passant a la limite quand p — 400, la continuité du déterminant donne

A C
det (B D)zdet(DA—BC).

Exercice 48 : [énoncé]
1l existe u,v € Z tels que udet A+vdet B=1. U = u'(Com A) et V = v'(Com B)
conviennent alors.

Exercice 49 : [énoncé]

Notons que pour n =1 : la relation det(A + X) = det A 4 det X est vraie pour
tout A et tout X.

On suppose dans la suite n > 2.

Pour X = A, la relation det(A + X) = det A + det X donne 2" det A = 2det A et
donc det A = 0.

La matrice A n’est donc par inversible et en posant r < n égal 4 son rang, on peut
écrire A = QJ, P avec P, (Q inversibles et

= (@ on.):
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Posons alors X = QJ|.P avec

r_ (Or (0)
=@ A):
Puisque A+ X = QI,P = QP, la matrice A+ X est inversible et donc

det X = det(A+ X) #£0.
On en déduit que la matrice J| est I'identité et donc r = 0 puis A = O,,.

Exercice 50 : [énoncé]
Cas ou la matrice A inversible :

Pour )
I, —-A—B
r=(6. )
on a " o
MP = (c CA—lB+D)

On en déduit

det M = det(MP) = det A x det(—CA™'B + D).

det A x det(—CA™'B + D) = det(AD — ACA™'B) = det(AD — BC)

car la matrice C' commute avec les matrices A et B.
On en déduit
det M = det(AD — BC).
Cas général :
Pour p € N* assez grand, la matrice A, = A+ 1/pI, est inversible et les matrices
Ap, B,C, D commutent deux a deux. Si on pose

A B
w= (¢ 7)

det M, = det(A,D — BC).

I’étude qui précede donne

En faisant tendre p vers oo, on obtient a la limite
det M = det(AD — BC).

Il est alors immeédiat de conclure que I’'inversibilité de M équivaut a celle de
AD — BC.

Exercice 51 : [énoncé]

(a) L’application (- | -) est bien définie de E x E vers R et clairement bilinéaire
symétrique. Elle est positive car, pour tout P € F,

n

(P|P) =" (P(ar))” > 0.

k=0
De plus, si (P|P) =0, on a P(ag) =--- = P(ay) = 0 ce qui détermine n + 1
racines distinctes au polynéme P. Ce dernier est de degré inférieur a n et est
donc nul.
Finalement, (- | - ) est bien un produit scalaire sur FE.
(b) Considérons la famille (Lo, ..., L,) des polynomes interpolateurs de Lagrange
enles ag,...,an :
n
X —
L;= H ak pour tout #[0;n].
a; — Ak
k=0
ki
On sait
1 sii—
Ll(a]) = (527] = { S? ! J et deg Ll =N
0 sinon

de sorte que

La famille (Lo, ..., L,) est donc orthonormale. C’est par conséquent une
famille libre et, puisqu’elle est formée de n + 1 = dim F vecteurs de E, c’est
une base de FE.

(c) Le polynéme constant égal & 1 est vecteur normal & ’hyperplan H et on sait
qu’alors

[(X" )] _ Jag +--- + ai]
[11]] vn '

d(X", H) =

Exercice 52 : [énoncé]
Introduisons pr et pg les projections orthogonales sur les espaces F' et G. On sait

d(z,F) = Hx —pp(x)H et d(z,G)= Ha: —pg(x)H.
(=) Supposons F' et G sont supplémentaires orthogonaux.
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Les projections orthogonales pr et pg sont liées par la relation
pr+pc =ldg.

Pour tout vecteur x de E, on a alors

lz)2 = [[pr(2) + pe@)]) .

Les vecteurs pr(x) et pe(x) étant orthogonaux, le théoréme de Pythagore donne

212 = |Jpr(@)|* + [lpe(@)]|". (2)

De plus,
(d, )" + (d, @) = o =pr(@)|” + [z = pe (@)

et donc
2

(A, F))* + (dw, @)” = [p@)]” + [pr(@)]"
Les égalités (??) et (??) donnent alors I’égalité voulue.

(<) Supposons |z|*> = (d(z, F))2 + (d(z, G))2 pour tout z € E, autrement dit,

3)

2112 = |lpe ()| + |pr )] (4)

Soit = un élément de F'. Le projeté de x sur F est égal & x et I’égalité ci-dessus se
simplifie en || pg(m)H = 0. Par conséquent, x est élément de G*. On a ainsi
démontré l'inclusion de F' dans 'orthogonal de G, autrement dit, les espaces F' et
G sont orthogonaux. En montrant que leur somme est égale & F, on peut conclure
que les espaces F' et G sont supplémentaires orthogonaux.

On étudie lorthogonal de ’espace F' + G.

Soit z € (F + G)*. Le vecteur x est élément de l'orthogonal de F et donc
pr(x) = 0g. Un argument symétrique donne pg(z) = O et I’égalité (??7) donne
x = O0g. Ainsi, 'orthogonal de F' + G est 'espace nul et par conséquent

F+G=(F+@)*")" ={0p}t = E.

Exercice 53 : [énoncé]
Sur R[X], on définit un produit scalaire par

1
PlQ) = [ PoQ@ .
0
La quantité cherchée m apparait alors sous la forme

m = inf ||X2 — (aX? +bX +C)H2.
a,b,ceR

C’est donc le carré de la distance de X3 au sous-espace vectoriel Ro[X]. En
introduisant la projection orthogonale p sur ce sous-espace vectoriel

2
m = (X%, Ro[X])? = || X% — p(X7)||".
On peut écrire
p(X3) =a+bX +cX?.
Pour chaque ¢ =0,1,2, on a
(p(X?)]X7) = (X7 X7)
car ‘
(p(xX%) — X*| X7) =0,
On obtient alors un systéme d’équations d’inconnue (a, b, ¢)

c+b/24+a/3=1/4
c/2+b/3+a/4=1/5
¢/3+0b/4+a/5=1]6.

La résolution de ce systéme donne
¢c=1/20,b=-3/5¢et a=3/2.
On en déduit

m = || X3 = p(X*)|* = (X? - p(X?)| X?) = Wloo‘

Exercice 54 : [énoncé]

Le cas n = 1 étant évident, on suppose désormais n > 2.

La quantité cherchée est m = d(M, Vect(I, J)) = ||M — p(M)|| avec p la

projection orthogonale sur Vect (I, J).

p(M) = al +bJ avec (p(M)|I) = (M |I) =tr(M) et (p(M)|J) = (M|J) = o avec

o la somme des coefficients de M.

La résolution de ce systéme donne
ntr(M) —o

“ n(n—1) ¢

o —tr(M)
n(n —1)

(n—1)tr(M)? + (tr(M) — 0)?
n(n—1) '

m? = | M — p(M)||* = (M — p(M) | M) = | M]]* -
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Exercice 55 : [énoncé]

En introduisant la norme euclidienne canonique sur M, (R) définie par

1/2
Al = ( > a?,j>

1<i,g<

on peut interpréter I'infimum calculé

MeSn(R) 1<i,5<n

La distance introduite se calcule par projection orthogonale. Sachant A = M + N

avec A tA A tA
- +2 € Su(R) et N = =

M

on obtient

AAS R = INP = 32 (as — 050"

1<i<j<n
Exercice 56 : [énoncé]
Pour X =%(1 ... 1), on vérifie
Z Q5 = tXAX
1<i,j<n

Or 'XAX = (X|AX) donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
' XAX] < || X AX].
Or | X||=+vnet |AX| = | X]| = v/n car A € O,(R) donc

§ i,

1<ij<n

<n.

Exercice 57 : [énoncé]

(a) Les colonnes de M sont unitaires et deux & deux orthogonales si, et seulement

si,
a?+b2+c2=1
ab+ bc+ca = 0.

Puisque (a + b+ ¢)? = a? + b? + ¢ + 20, on obtient
MeO3R) —= oc=0et S*=1.

inf ( ) <ai,j—mi,j>2> — d(A, S, (R)).

€ A, (R) = S, (R)*

(b) On suppose la matrice M orthogonale et 'on calcule sont déterminant. En
ajoutant toutes les colonnes a la premiére puis en factorisant

det M = (a+b+c¢)

[E N
o 2 o

c
b
a
puis en retranchant les premiéres lignes aux suivantes

1 b c
det M =(a+b+c¢)|0 a=b b—c|.
0 c—b a—c

Enfin

det M = (a+b+c)((a—b)(a—rc)+ (b—c)?).
Ainsi

detM:S(a2+b2+02—ab—bc—a0) =5

cara?+ b +c2=1eto=0.
Finalement
M e SO3(R) <= o=0et S=1.

(c) Les nombres a, b, ¢ sont les racines du polynéme X3 — X2 + k si, et seulement

si,

X3 X2+ k=(X—a)(X-b)(X —c).
En identifiant les coefficients, cette identité polynomiale équivaut a la
satisfaction du systéme

at+b+c=1
ab+bc+ca=0
abc = —k.

De plus, le polynéme X3 — X? + k admet trois racines réelles si, et seulement

si, k € [0;4/27). En effet, considérons la fonction f: x — 2® — 2% + k. La
fonction f est dérivable sur R et f/(z) = z(3z — 2).

Compte tenu de ses variations, pour que f s’annule 3 fois il est nécessaire que

f(0) >0et f(2/3) <0.

Cela fournit les conditions k > 0 et k < 4/27.

Inversement, si k € [0;4/27], f admet trois racines réelles (comptées avec
multiplicité)

Ainsi, si M € SO3(R) alors a, b, ¢ sont les racines du polynome X3 — X2 + k

avec k € [0;4/27).
Inversement, si k € [0;4/27], le polynéme X3 — X2 + k admet trois racines
a, b, c vérifiant 0 = 0 et S =1 donc M € SO3(R).
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Exercice 58 : [énoncé]

(a) En notant X = (z1,...,2,), on obtient
n n
tXAX = Z Z CLi}j.’L‘il‘j
i=1 j=1
et donc

PXAX = Za”x —I—Z Z Qi jT;iT

i=1 j=1,j7#i

Par I'inégalité triangulaire

E g ;T T

=1 j=1,j7#i

n

<Z|xil > laigllal.

J=Lj#i

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

n n
> Y aigwing

i=1 j=1,j#i

n 2
( > |ai,j|3«“j|>
Jj=1,j7#i

%
&
e}

et une nouvelle fois
n 2 n n n
< ) aw'|$j|> < D aly Y < ) al) Al
J=1,j#i =151 j j |71 ]
On obtient donc

n n
E E ammixj

i=1 j=1,j#i

puis

n n
tXAX > Zamxf — fo > 0.
i=1 i=1

(b) Si X € Ker A alors {XAX =0 et donc X = 0 en vertu de ce qui précéde.

Exercice 59 : [énoncé]
Puisque O, (R) est un groupe multiplicatif, on a

(I +2M)/3 € O, (R)

avec M = A71B € 0,,(R). Pour x € R" unitaire,
|z +2Mz| = 3.

Mais aussi
2] + [[2Mz|| = [|lz]| + 2[|= = 3.

Il y a donc égalité dans I'inégalité triangulaire et, par conséquent, il existe A € R

vérifiant
2Mzx = Ax.

En considérant & nouveau la norme, on obtient A = 2 puis Mz = x. Ceci valant
pour tout z € R™, on conclut M = I, puis A = B.

Exercice 60 : [énoncé]

(a) Le rapport “2+L tend vers 1 donc la suite (u,) est de signe constant & partir
d’un certain rgng; quitte & passer & I'opposé on peut supposer u, > 0 pour n
assez grand.

Posons
wy, = In((n + 1)>‘un+1) — ln(n)‘un).

Wy, = Aln(l—i— 1) +ln(1 — i —|—vn>
n n

est le terme général d’une série absolument convergente. Par conséquent la
suite (ln(n’\un)) converge et donc (n*u,,) aussi.

On a

(b) Posons u, = ;5. On a

1 1
un+1_1_2+0( )

U, n n?

En reprenant Pétude qui précéde on peut affirmer que n/2u,, — ¢ > 0 donc

> uy, diverge.
Ce résultat peut étre confirmé par la formule de Stirling.

Exercice 61 : [énoncé]

(i) -l eo(220)

Si a > 1 alors (uy,) ne tend pas vers zéro et Y u, est grossiérement divergente.
Si a €]0;1[ alors n2u,, — 0 et > u, est convergente.
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Exercice 62 : [énoncé]

(a) Par récurrence 0 < u, < ug/2".

(b) . 2
@™ 1) — In(2"u,) = IH(W) ~ ‘é (2>

est terme général d’une série convergente donc la suite (In(2"u,,)) converge et

finalement (2™u,,) converge vers un réel A strictement positif.

()

+oo
n— A27" =27 (2R — 2K ).
k=n
Or 5
2k:+1 o AS
2k, — 2k +1 ~ =)~ =
U Ukt ™ 7 2 24.92F

Par comparaison de restes de séries convergentes a termes positifs,

A3EX 1 A3
L — A2 9 S
B 24 z; 2%~ 182-3n
Exercice 63 : [énoncé]
(a) On sait
1
H, =Y+ =In(n)+7+o(l)
ko
k=1
donc
an = Han — H, — In(3) = \.

(b) Si on sait

1 1
HnZIH(n)—F’Y—FQn—FO(n)

les choses vont assez vites. .. mais sans doute ’examinateur souhaitera la
démonstration de ce résultat.

an—zk+ln<l—) zn:% ln<1—> Zm( )

1> =In3

3n
Z In (k
k=n-+1

avec

Exercice 64

donc

3n
1
n— A= —+1In(1l
>

1 "1 1
=S —4mf1--).
k) Zﬁ+“( k)

Or > % +In <1 — ;) est absolument convergente car

1 1 1
k+m@k)”%z

donc a,, — A = R,, — R3,, avec
+oo
1 1
R, = Z k—|—ln<1— k)
k=n-+1

Or par sommation d’équivalent sur des restes de séries convergentes a termes
de signe constant,

= 1 1
Riv~ D, ~55~ o
k=n+1

(le dernier équivalent s’obtenant, soit par comparaison série intégrale, soit par
=~ ﬁ et sommation télescopique).
Au final

: [énoncé]

Par comparaison série intégral,

Z In?k ~ n(lnn)?
k=2

donc

n< 1
> k=2 In*k  nl=(Inn)?’

Up =

Par référence aux séries de Bertrand, Y u,, converge si, et seulement si, a < 0.
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Exercice 65 : [énoncé]

On a
1\ 1
(4 o
n n
et
n®/? — Ln3/2J +n=n+0(1)~n
donc

ef(l+%)n _0 1
n3/2 = [n32) +n \n?

ce qui permet de conclure & une absolue convergence.

Exercice 66 : [énoncé]

Par comparaison série intégrale :

Sia>0,u,~ fjﬁ est terme général d’une série absolument convergente.

a+1

Si -1 <a<0,u, ~ 557 n'est pas le terme général d’une série convergente.

Sia=—-1, u, ~ ﬁ n’est pas le terme général d’une série convergente.

Sia< -1, u, /~0et donc Y u, est grossierement divergente.

Exercice 67 : [énoncé]
Pour ¢ € [0;1/n], on peut affirmer ¢" € [0;1/n] donc

1/n

P L) < s [5(0)~ F0)]

n te[0;1/n]

0

Par continuité de f en 0, on peut affirmer,

sup | £(t) = £(0)] = 0

t€[0;1/n]
et donc
1/n 1
f(@")dt ~ —£(0).
O n
Ainsi 10)
0
Up ~ not+l

et > u, converge si, et seulement si, a > 0.

Exercice 68 : [énoncé]
Puisque la suite (S,,) est croissante

et donc v, — 0. On en tire

S,
vy ~In(l4v,) =In g—H =1n(Sp+1) — In(Sy,).
n
La série Y u, converge si, et seulement si, la suite In(S,,) converge et donc si, et
seulement si, la série télescopique > (In S,+1 —In S,,) converge. Par équivalence de
série A termes positifs, cela équivaut a affirmer la convergence de la série > v,,.

Exercice 69 : [énoncé]
Supposons la série > v,, convergente. On a v, — 0" donc 1 + n?u,, — +00 et on

en déduit 1

n2u,

Unp ™~
puis
1
VUnpvy ~ —.
n

Par comparaison de séries a termes positifs, il y a divergence de la série >/t Up,.
Or, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

n 2 n n n —+oo
(zﬁ> Y S
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

On en déduit la divergence de la série Y wy,.
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