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Enoncés 1

Exercice 1 [ 02961 ] [Correction]
Soit (u,) une suite réelle telle que ug > 0 et pour tout n > 0,

Up = 1In(1 + Up_1).

Etudier la suite (u,,) puis la série de terme général w,,.

Exercice 2 [ 03057 | [Correction]
On note (z,,)n>1 la suite de terme général

it
Zn = 2nexp (\l/ﬁ) .

. 2n—12n—2 2n—n
11m ..
n——+oo Zn—lzn—Q Zn — N

Etudier

Exercice 3 [ 02951 ] [Correction]
Soit (un)n>o la suite définie par ug € [0;1] et

2
Vn € Nyupy1 = un —u,,.

(a) Quelle est la nature de la série de terme général w,, ?

1+«

(b) Méme question lorsque u,, est définie par la récurrence w41 = tn — Uy,

(avec a > 0).

Exercice 4 [ 02950 ] [Correction]
Soit (u,)n>1 une suite d’éléments de R

On pose
1 (& 1 =

On suppose que (v,) tend vers a € RY.
Etudier la convergence de (w,,).

Exercice 5 [ 02960 ] [Correction]
Soit u € RN telle que uy € ]0;1] et que, pour un certain 3 > 0 et pour tout n € N,

B

— sinuf
Uy = sinu

n*

Etudier la nature de la série de terme général w,,.

Exercice 6 [ 02962 ] [Correction]
Donner un exemple de série divergente dont le terme général tend vers 0 et dont
les sommes partielles sont bornées.

Exercice 7 [ 03097 [Correction]
On dit que la série de terme général u,, enveloppe le réel A si, pour tout entier
naturel n, on a :

up # 0 et }A—(u0+u1+~-~+un)‘ < |tpy1]|-

On dit qu’elle enveloppe strictement le réel A s’il existe une suite (6,,)n>1
d’éléments de |0; 1] telle que pour tout entier naturel n :

A— (UO +ur 4+ + un) = 9n+1un+1.

(a) Donner un exemple de série divergente qui enveloppe A > 0.
Donner un exemple de série convergente qui enveloppe un réel.
Donner un exemple de série convergente qui n’enveloppe aucun réel.

(b) Démontrer que, si la série de terme général u,, enveloppe strictement A, alors
elle est alternée.
Démontrer que A est alors compris entre deux sommes partielles consécutives.

(c) Démontrer que, si la série de terme général u,, est alternée et que, pour tout
entier n € N*
A — (ug+wug + -+ uy,) est du signe de u,11, alors, elle enveloppe
strictement A.

(d) Démontrer que, si la série de terme général u,, enveloppe A et si la suite de
terme général |u,| est strictement décroissante, alors, la série est alternée et
encadre strictement A.

Exercice 8 [01335] [Correction]
Etudier la série de terme général

ty = (—1)" sin(lnn) .

Exercice 9 [ 02964 | [Correction]

Calculer
i 13 N 1 N 1
dn+1 4n+2 4n+3 4dn+4)

n=0
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Exercice 10 [o03207 ] [Correction] Exercice 14 [o1337 ] [Correction]
Soit E 'ensemble des suites réelles (uy,),>0 telles que Quelle est la nature de la série de terme général
Up42 = (n + 1)un+1 + Uy ei\/ﬁ?

(a) Montrer que E est un espace vectoriel de dimension 2. Vin
(b) Soient a et b deux éléments de E déterminés par

ap =1 bo = 0 Exercice 15 [ 02942 ] [Correction]

{ _q {51 -1 Soit f:[0;1] — R continue, concave et vérifiant f(0) = 1. Etablir
Montrer que les deux suites (a,) et (b, ) divergent vers +oc. ! 2 ! .
d (an) et (bn) & / zf(z)de < - / flx)dx ) .
(c) Calculer 0 3\ Jo
Wp = an+1bn - anbn+1-
_ y s - 1 a )
(d) 1(’)n .pg)se cnd— ay, /by, lorsque Pentier n est supérieur ou égal & 1. Démontrer Exercice 16 | 02077 | [Correction]
eastence de P Soit f € C([0;1],R). Déterminer la limite de la suite
= i en 1
n
(e) Démontrer 'existence d’un unique réel r tel que (W) .
tn dt >0
lim (a, +rby) =0. Jo !
n—-+4oo
Exercice 17 [02945] [Correction]
Exercice 11 [ 03045 | [Correction] Soient z1,...,Zn,Y1,--.,Yyn des réels positifs.
Pour n € N*, soit Montrer
f ';ve]n'—i—oo[—)i 1 1/n 1/n 1/n
n: ; R (1. xn) "™+ (Y1 Yn) §((x1+y1)><~~-><(xn—|—yn)) .
k=1

Soit a > 0. Montrer qu'’il existe un unique réel, noté z,, tel que f,(z,) = a.

Déterminer un équivalent de x,, quand n — +oo. Exercice 18 [01334] [Correction]

Soient (a,b) € R? avec a < b et f € C°(R,R) admettant une limite finie £ en —oo
“+o0o .

et telle que [;" f existe.

Exercice 12 {01538 ] [Correction] Justifier 'existence, puis calculer :

Calculer

+§ 1 +00

2 G D T8 | ()= o) aa.
Exercice 13 | os0s6 | [Correction] Exercice 19 [o02965 | [Correction]
Etudier

too Calculer
lim n <lez> /1 dz t /1 (1—-2)d
) . — Va(l—z)de.
Arr 2 0 Vai—o) o
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Exercice 20 [o02968 ] [Correction]
Soient P et @ dans R[X], ou Q ne s’annule pas sur R et deg P < deg Q — 2.
Exprimer fR P/Q a l'aide des coefficients intervenant dans la décomposition en

Exercice 25 [o02973] [Correction]
Trouver les fonctions f € C([0;1],R) telles que

éléments simple de P/Q.

Exercice 21 [o01333] [Correction]
Calculer
/+°° dz
oo Lot a8

Exercice 22 [o02970] [Correction]
On note E l'ensemble des fonctions f: [0;1] — Ry continues.

On pose
D(f)(x) = / VImat

pour toute f € F.
On pose fo =1 puis fr,+1 = ®(f,) pour tout n € N.

(a) Etudier la suite (f,).

(b) Soit f = lim(f,).
Trouvez une équation différentielle dont f est solution.
Y a-t-il unicité de la solution nulle en 07

Exercice 23 [o02972 ] [Correction]
Soit, pour n € N, f,, la fonction définie sur R, par

fnlz) = <1—Z)n size[0;n[et fo(z) =0siz>n.

Etudier le mode de convergence de (f,,).

Exercice 24 [o02971 ] [Correction]

Soit des suites réelles (a,) et (z,) avec a,, > 0 pour tout n.

On suppose que la série de terme général a,, (1 + |z,]) converge.
On pose

oo
f:R%R,xHZanmffan
n=0

Etudier la continuité et la dérivabilité de f.

o0 n
vxe[o;u,f(x)zzf;ﬁ).

Exercice 26 [ 04980 | [Correction]
Soient n > 2 et A = (a; ;) € M, (R) une matrice & coefficients strictement positifs
vérifiant

n
Zam =1 pour tout i € [[1;n].
j=1

On note «a le plus petit coefficient de la matrice A et, étant donné X € M,, 1(R),
on note min(X) et max(X) le plus petit et le plus grand coeflicient de la colonne
X.

(a) On suppose que les coefficients de Y € M,, 1(R) sont tous positifs, établir
min(AY) > amax(Y).

(b) Soit X € M, 1(R) et Y = X —min(X)U avec U la colonne de hauteur n
dont tous les coefficients valent 1. Montrer

min(AX) > dmax(X)+(1—d) min(X) puis max(AX) < dmin(X)+(1—d) max(X)

En déduire que les suites (min(ApX))pEN et (max(ApX))pEN sont adjacentes.

(c) Etablir que la suite (AP),en converge et déterminer le rang de sa limite.

Exercice 27 [oor9s | [Correction]
Soit n € N avec n > 2. Existe-t-il une norme || - || sur M,,(C) invariante par
conjugaison, c’est-a-dire telle que :

V(A, P) € M,(C) x GL,(C), |Al| = |[P~AP||.

Exercice 28 [o3017 ] [Correction]
Montrer que {m —Inn | (m,n) € Z x N*} est dense dans R.

Exercice 29 [02944 | [Correction]
Soit A une partie convexe et partout dense d’un espace euclidien F.
Montrer que A = E.
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Exercice 30 |[o3021] [Correction]
Soient E un espace vectoriel normé, F' un sous-espace fermé de E et G un
sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Montrer que F' + G est fermé

Exercice 31 [o03037] [Correction]
Caractériser dans M,,(C) les matrices dont la classe de similitude est fermée.
Meéme question avec R au lieu de C

Exercice 32 [o03020] [Correction]
Soit A une partie non vide de R vérifiant

V(a,b) € A%, Vab € A.

Montrer que AN (R \ Q) est dense dans Jinf A ;sup AJ.

Exercice 33 [02946 ] [Correction]
Soit a une suite de réels telle que a,,+1 — a,, tend vers 0. Montrer que ’ensemble
des valeurs d’adhérence de a est un intervalle.

Exercice 34 [02947] [Correction]

Déterminer les suites réelles bornées telle que (un + “22") converge.
n>0

Exercice 35 [02975] [Correction]
Etant donné une suite complexe (a,)nen+ de carré sommable, on pose

=3
;n_t

ou la variable ¢ est réelle.
(a) Préciser le domaine de définition de f.
(b) Montrer que f est développable en série entiére autour de 0.

(c) Montrer que si f est identiquement nulle sur [—1/2;1/2], la suite (an)nen-
est identiquement nulle.

Exercice 36 |[o02982] [Correction]

Déterminer 2

n T n
lim cos — dzx.
n—-4o0o 0 n

Exercice 37 [o03159] [Correction]
Soit F' une application continue décroissante de R dans R, tendant vers 1 en —oo
et vers 0 en +o0. Soient deux réels h et § vérifiant 0 < h < 4.

(a) Déterminer la limite éventuelle de

(b) On pose
— k+1
S, = kZ_OF(\/ﬁ(a;L — h))

Déterminer un équivalent de S,, lorsque n tend vers +oo.

Exercice 38 [o3650] [Correction]
Soit f: Ry — R de classe C! intégrable ainsi que sa dérivée.

(a) Déterminer pour z > 0
“+oo
lim ncost(sint)" f(xt) dt.

n—-+o0o 0

(b) Préciser le mode de convergence.

Exercice 39 [o03094 ] [Correction]

On note
T:{(g l;) |a,b,c€R}

et T le sous-ensemble de T formé des matrices de coefficients diagonaux
strictement positifs.

(a) Soit M € T'. Déterminer les puissances de M. Calculer exp(M).

(b) L’application exp: T — T est-elle injective ? surjective ?
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Corrections Ainsi

1 2kt k 1
InP,=—= ln(1+ + O<)>
Exercice 1 : [énoncé] 2 ,; (2n—k)?  (2n—k)*> "\n
La suite (u,) est & terme strictement positifs car uy > 0 et la fonction
2+ In(1 + z) laisse stable I'intervalle |0 ; 4o0[.

Sachant In(1 + ) <z, on a

Puisque pour tout z > 0, In(1 + z) < z, la suite (u,) est décroissante. n 2kt2 1 1
Puisque décroissante et minorée, la suite (u,) converge et sa limite ¢ vérifie —2In(P,) < Z( 5 5 7 <>)
In(1+¢) = ¢ ce qui donne £ = 0. n—k (n— ) n
1 1 Up — Upt1 %u% 1 Posons S, le second membre de cette comparaison. D’une part
U1 Un | Uplper i 2 n n
i " k 1 n 1 1
Par le théoréme de Cesaro, ; mO - < ,; FO —)= (0] -~ — 0.
1e/ 1 1 1 ,
— - == D’autre part
n\ U1 Uk 2
q n 2n— 12(271— 2n—1 2n—1 1
t — Z
et done 1o ZQH, = 4262 227
RN 5 k=1 l=n
Ny,
On en déduit u, ~ % et donc la série de terme général u,, diverge. avee +oo 1 n g
Exercice 2 : [énoncé] . . .
Posons Aprés calculs asymptotiques, on obtient
P, = i"::‘ Sy — (2 — 21 2)¢?
k}:]. n
On a Sachant In(1 +2) >z — 12% on a
1~z — K
P, =-5Y In—"—2.. 1N/ 2kt k 1) \?
2 2n — k|? —2InP, > S, — = o(=])).
k=1 | | D = on 2 Z (2n — k)2 + (2n — k)2 n
Puisque k=1

Puisque 0 S (271%]6)2 < 1

S o

L2 = 2 2 02 t
|z — k|° = (2n)? 4nkcos(\/ﬁ> + k% = (2n — k)* 4 8nksin (2\/ﬁ> 2
_ - 2kt? k 1 - 1 1
on obtient .- . ,;_1((2” myAy + = k)QO(n>> = g—l 0(712) = O(n) — 0.

2
nr =3 (1 g (7)) | o 2
Finalement —21n P,, est encadré par deux quantités de limite (2 — 21n2)¢*. On en
Sachant sin? u = u? 4+ O(u*), on peut écrire déduit

) £ +o(2)

P, — exp((In2 — 1)).
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Exercice 3 : [énoncé]

Dans le cas ol ug = 0, la suite est nulle.

Dans le cas ot ug = 1, la suite est nulle a partir du rang 1
On suppose désormais ces cas exclus.

(a) La suite (uy,) est a termes dans ]0; 1] car application x — x — 22 laisse
stable cet intervalle.
La suite (u,) est décroissante et minorée donc convergente. Sa limite ¢ vérifie
¢ =/{—¢*et donc £ = 0.
Finalement (u,) décroit vers 0 par valeurs strictement supérieures.
1 1 Up, — Up41 ui

- — = == T — L
Upt+1 Uy Up Uy 41 U uy

o —

Par le théoréme de Cesaro,

n—1
12 1 1
n Uk

Uk+1

et donc ﬁ — 1.
On en déduit que u, ~ + et donc Y- u,, diverge.

(b) Comme ci-dessus, on obtient que (u,) décroit vers 0 par valeurs strictement

supérieures.
« «
1 1 Uy — Up i ouy
T — o = ( i ~—" .
un-l—l Unp, UnUn+1 un-i—l
Par le théoréme de Cesaro, —— — « et donc

’ nug

A

Up ~ —F—
n nl/a

avec A > 0.
Sia€]0;1[, > u, converge et si a > 1, > u,, diverge.

Exercice 4 : [énoncé]
Posons S,, = 22:1 ui. On observe que

n

zn:kun =(n+1)S, — ZS’C‘
k=1

k=1

Par suite

Puisque nsun — a, on a S, ~ aniy,.

La série de terme général S,, est une série a termes positifs divergente donc

iééh7N'a§i:ku”
k=1 k=1

Par suite
n

n21 Z Sk ~ aw,.

u
" k=1

La relation (x) dévient alors

n+1
- VU — awy, + o(wy,)
n
et en on en déduit que
1 a
Wy ~ v .
a1 a+1

Exercice 5 : [énoncé]
Posons v,, = uf. La suite (v,,) vérifie v,, €]0;1] et v, 41 = sin(v,) pour tout n € N.
Puisque la fonction sinus laisse stable 'intervalle ]0; 1], on peut affirmer que pour
tout n € N, v, €10;1].
De plus, pour & > 0, sinz < z donc la suite (v,,) est décroissante.
Puisque décroissante et minorée, (v,,) converge et sa limite ¢ vérifie sin = ¢ ce qui
donne ¢ = 0.
Finalement (v, ) décroit vers 0 par valeurs strictement supérieures.
On a

1 1 (Un = Ung1)(Vng1 +vn)  §UR X 20,

2 T 2T 2,2 ~ 4 -
Un+1 Un vnvn—i-l v

1§( 1 1)_>
n & Vi VR

1 1 T V3 .
et donc oz 3 On en déduit v, ~ Y7 puis

Par le théoréme de Cesaro,

W =

A
Un ™~ " T/(25)

avec A > 0.
Pour 8 €1]0;1/2[, > v, converge et pour § > 1/2, > v, diverge.
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Exercice 6 : [énoncé]
Pour

on pose

Ceci définit la suite (uy),>1 de sorte que ses premiers termes sont :

1 1 1111 1 1 1 1
) 27 27373737 47 47 47 47"'

Les termes sommeées tendent vers 0 et les sommes partielles oscillent entre 0 et 1.

Exercice 7 : [énoncé]

(a) Pour u,, = (—1)", la série de terme général u,, est divergente et puisque ces
sommes partielles valent 0 ou 1, elle enveloppe tout réel de Pintervalle [0;1].
Pour u,, = (—1)"/(n + 1), la série de terme général u,, satisfait le critére
spécial des séries alternées et donc elle converge et la valeur absolue de son
reste est inférieure & son premier terme. Cette série enveloppe donc sa
somme, & savoir In 2.

Pour w,, = 1/2™, la série de terme général u,, converge. Puisque u,, — 0, le
seul réel qu’elle peut envelopper est sa somme, or

+
8

1 1 1 1
FOLFET D m o

n —+oo
=0 k=n-+1

B
I

0

n’est pas inférieur a u, 1. Cette série convergente n’enveloppe aucun réel.

(b) Posons pour la suite de notre étude

Sn = Zuk.

On a
9n+2un+2 =A- Sn+1 =A- Sn — Un+1 = (9n+1 - 1)un+1-

Puisque 60,42 > 0 et 6,41 —1 <0, on peut affirmer que u, 42 €t u,41 sont de
signes opposés.

Puisque A — S,, = 0, 41Un11 est du signe de uy41, les réels A — .5, et

A — S,11 sont de signes opposés et donc A est encadré par S, et Sy41.

(c) Puisque A — S, est du signe de w1, on peut écrire A — S, = 0,, 11U 41 avec
9n+1 e R,.
Puisque A — S, 41 = (011 — 1)upn41 est du signe de u,12 et puisque u,1 et
Unt2 sont de signes opposés, on a 0,41 — 1 < 0 et donc 0,11 € [0;1].
On ne peut rien dire de plus, sauf & savoir que A — S, est non nul pour tout
n €N,
En effet pour u,, = (=1)" et A = 1, la série de terme général u,, est alternée et
pour n pair : A — S, =1 —1=0 est du signe de u,41.
pour n impair : A — S, =1 —0 =1 est du signe de u,41.
Si en revanche, on suppose A — S,, # 0 pour tout n € N, obtenir 6,,,1 € ]0;1]
est désormais immeédiat.

(d) Par labsurde, supposons t,11, Unt2 > 0.
OnaA-S5, <upyr donc A — Sp41 <0 puis A — Spia < —up4o et donc
A = Suyal = [ttnpal: OF |4 = Supal < [unss] et [unys] < [una], cest absurde
et donc u,41 et u,42 ne sont pas tous deux strictement positifs. Un
raisonnement symétrique établit qu’ils ne sont pas non plus tous deux
strictement négatifs et donc la série de terme général u,, est alternée & partir
du rang 1 (on ne peut rien affirmer pour le rang 0).
Puisque A — Sj01 = A— S, — Upq1, 0N A&
- ‘un+1| — Un+1 S A— SnJrl S |un+1‘ — Up+1-
Si up41 > 0 alors A — S,,41 <0 et donc du signe de uy,42.
Si upy1 < 0alors A— S,41 > 0 et donc & nouveau du signe de uyyo.
Enfin A — S,,+1 n’est pas nul, car sinon
A—Spi3=A— 511 — (Upta + Unt3) = —(Unt2 + upt3) est de signe strict
opposé & uy,4o et n’est donc pas du signe de uy, 4.
On peut alors exploiter le résultat du c) et affirmer que la série de terme
général u,, encadre strictement A.

Exercice 8 : [énoncé]
Puisque u,, — 0, il revient au méme d’étudier la nature de la série de terme
général
Up = U2p + U2n+1-
Or
sin(In 2n)
v, =
" 2n(2n+ 1)

e _o(2)
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et d’autre part en vertu du théoréme des accroissements finis, il existe ¢ compris (a) Il est immédiat de vérifier que E est un sous-espace vectoriel de I'espace RN
entre In2n et In(2n + 1) tel que des suites réelles. L’application
¢: E — R? définie par ¢(u) = (ug,u1) étant un isomorphisme (car un
sin(In(2n +1)) —sin(In2n) cos(c) (ln(2n +1)—1In 2“) —0 (1> élément de E est déterminé de facon unique par la donnée de ses deux
2n + 1 N 2n + 1 N n? )’ premiers termes), on peut affirmer que l'espace E est de dimension 2.

(b) Il est immeédiat de vérifier que les suites (a,) et (b, ) sont formés d’entiers
naturels, qu’elles sont croissantes a partir du rang 1 et qu’elles sont & termes
strictement positifs & partir du rang 2.

On en déduit que v, = O(l/nz) et donc la série de terme général v,, est
absolument convergente donc convergente.

Ainsi
> 2 >1
Exercice 9 : [énoncé| Vi 22, an,bn 2
et donc
1 3, 1 1 1 3.1, 1 (1N 1 Untz Zn+1et bny 20+l
dn+1 4n+2 4n+3 4n+4  4n  4n  4n  4n 2] T\ n2 Ainsi les deux suites (a,) et (b,) tendent vers oo en croissant (seulement &
partir du rang 1 pour la premiére)
donc la série étudiée est absolument convergente.
On a (c) On a
i( : : : : ) 4§4 Ly i 1 Wnt1 = ((0+ Dant1 + an)bpsr = angr (04 1bpsr + by).
— + + = - = .
n=0 dn+1l dn+2 dn+3  dn+d k=1 k n=0 n +2 Aprés simplification, on obtient
O _
' N N N1 N Wnt+1 = —Wn
4 =2 =2 ——2) —.
7;)éln+2 7;02n+1 ]; k — 2k et donc
B a wy, = (—1)"we = (—1)" .
Par le développement
"1 (d) On a
;%zlnn+7+o(1) ) ) w, (—1)n 1
= n+1 — Cp = = .
b, b, b b
on parvient & + +
Puisque la suite de terme général b,b,,+1 croit vers 400, on peut appliquer le
N 1 3 1 1 critére spécial des séries alternées et affirmer que la série numérique
Z <4n 1 i i3 an s 4) = In(4N+4)+y=2In2N+1)=2y+In N+y+0(1) =¥, | — ¢, ) converge. Par conséquent la suite (c,) converge.
=0
" (e) On a
Ainsi +00
i L3 1 1 . C—cn=> (Cri1—ck).
—\dn+1 4n+2 4n+3 4dn+4) k=n
(ce qui change du In2 traditionnel. . . :-) Par le critére spécial des séries alternées, on peut borner ce reste par la valeur

absolue de son premier terme

. Yy , {—c,| < .
Exercice 10 : [énoncé] | nl nbnt1
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On peut ainsi écrire

cn—£+o<

)

T) :bn(€+r)+o<

bn bn+1
On a alors

an + by = by (e +

bn+1

Sachant b,, — 400, on peut affirmer

ap +1by =+ 0 <= r=—L

Exercice 11 : [énoncé]

)

Exercice 12

: [énoncé]

Introduisons la série entiére de somme

+oo
l,4n+3

S@) = ; (4n+1)(dn+3)°

On vérifie aisément que son rayon de convergence est égale & 1 et que sa somme
est définie et continue sur [—1;1] par convergence normale.

La fonction f,, est continue, strictement décroissante et de limites +o0o0 et 0 en n

et +0o. On en déduit que f, réalise une bijection de |n

; +oo[ vers |0; 4+o0[. Ainsi,

pour tout a > 0, il existe un unique z,, > n vérifiant f,(z,) = a.

On a
n n n k
1 1 dt
1 frg _— = < —_— =
Pour y = 7%+,
fn+14+y)<In(1+(e*—1)) =a
et par suite
T, <n+1+ a1
Aussi
— modt n
fln+ —— =In(1+—).
0= 3 [ n(ie )
Pour y = %, f(n +y) > a et par suite
Ty > pramt
On en déduit
n e’n
Tpn ~ N+

@ —1 ei—_1

Sur |—1;1]
+00 _An+2
roN x
S'lw) = dn+1°
n=0
Pour = # 0
an _
(Gew) - -
On en déduit que sur |—1;1]
Toodt
S’(x):x/ —
n o 1—t
—ln(l—i—).
Y /puis
/ /1—u4

Par intégration par parties

et ainsi

Quand z — 1~

donc

On en déduit

1, Podu 17 01 m1-4#2
= — —1 — R E——
S(x) {2@ )/01_u4]0+2/0 Tt
Todt 1 [T dt
— (2 _ el
Slw) =3 1)/0 1—t4 2/0 1+ ¢2

Todt 1
/0 1_t4_0(ln(1_m))=0<x—1>
IR VR
o 5/o 1+ 8
400 ) )
v;) +nan+y ~W=g
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Exercice 13 : [énoncé] On a ,
On remarque nelVE

q Sb,. — Sa, -

)£

k=n

+o0 1
n Z (]{;26
k=n

avec p: x> Sel/T.
La fonction ¢ est décroissante en tant que produit de deux fonctions décroissantes

positives. Par suite
1 k/’ k:/n
p(t)dt < w() < / o(t) dt.
n n (k—1)/n

(k+1)/n
/k/n

En sommant et en exploitant 'intégrabilité de ¢ au voisinage de +oo
+o0 / Foo
ol/t
at < ( ) /
/1 Z (n— 1)/n 2

e/t dt.

Or

+oo 1, 400 +o0 1 ;. 400
/ Ser dt = [—el/t} —e—1et / et dt = {—el/t] — e—1.
1t 1 (n—1)/n t (n=1)/n

Par encadrement

Exercice 14 : [énoncé]

Montrons que la série étudiée est divergente. Notons 5,, la somme partielle de rang
n de cette série. Nous allons construire deux suites (a,,) et (b,,) de limite +o00 telles
que Sy, — S,, ne tend pas zéros ce qui assure la divergence de la série étudiée.
Soit n > 1 fixé. Les indices k vérifiant

2m—ggx/Eg2mr+%

sont tels que
Re(ei‘/ﬁ) >

Sl-

Posons alors

an = |2nm —7/4| et b, =|2nm+7/4].

et donc par construction

b
1 - 1
Re(Sy, — Sa,) > — E —.
( b ) ﬁ P \/E

Puisque la fonction ¢ + 1/1/t est décroissante, on a la comparaison intégrale

bn k+1 g
Re(Sh, — Sa,) > 7 Z/ \—}—f(\/b +1—+a, +1).

Or
— b, — an, 2nm? T
bn+1_\/an+1: ~ —_— —
Voo +1+Va, +1  dnm 2
donc Sy, — S, ne tend par 0 et 'on peut conclure que la série étudiée diverge.

Exercice 15 : [énoncé]
Par un argument géométrique (trapéze sous la courbe) la concavité donne

xw < /wa(t)dt

On en déduit z f(z t)dt — z donc

<2f0

/01 zf(@)de < 2/361_()( :Of(t) dt) dz — % (1.
Or

/;_0 :Of@)dtdx:/;o :_tf(t)dwdtz/tio(l—t)f(t)dtz/Olf(t)dt—/oltf(t)dt

La relation (1) donne alors

3/Ola:f(x)dx§2/01f(t)dt—; 2).
2(/01f(t)dt—;>2 >0
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donne

2(/01f(t)dt)2 > 2/01f(t)dt—; (3).

Les relations (2) et (3) permettent alors de conclure.

Exercice 16 : [énoncé]
On peut écrire

W = /01(n+ D" f(t)dt
Par le changement de varia;;le u=t"tl
0
Par convergence dominée par | f||,, on obtient

1 n
RO

Jy trdt T

Exercice 17 : [énoncé]
Si I'un des x; ou des y; est nul, la relation est immédiate. On suppose désormais
zi,y; > 0.

En divisant par (z; ...x,)"/", la propriété demandée équivaut &

Lt (a.con)/" < (1+ag)...(1+ an))l/n pour tout a; > 0. Etablissons cette
identite.

Considérons la fonction f: x »—> ln( )

[ est dérivable et f'(z) = fz =1— 7= +ex. La fonction f est croissante donc f

est convexe.
Par I'inégalité de Jensen :

Var s € R < (a4 fan)
Pour a; = In oy, on obtient
In(1 4 enMmarttan)) < %(1n(1+a1) ++In(1+ap))
puis

In(1+ (a1 an) /") <In((1+a1)... (1+a,)) "

et par la croissance de la fonction exponentielle, on obtient

1+ (o an)/" < (L4 0n). .. (1+an)™

Exercice 18 : [énoncé]

Puisque l'intégrale f0+°o f converge, il en est de méme de

+oo +oo
/ fla+z)dx et / f(b+z)dx
0 0

avec

/O%Of(a—s—x)dx:/:oof(x)dxet /O+Oof(b+x)dx:/b+oof(x)dx_

On en déduit la convergence de 'intégrale suivante et sa valeur

+o0 b
[0 - soraa= [

D’autre part, on a par découpage et pour tout A > 0

[ (are) - sompar= [ e / ' @) de

—A —A+a
Or
A+b

b—a min < z)dr < (b—a max

( )[—A+a;—A+b]f - /_A+a fle)de < ( )[—A+a;—A+b]
avec

min f—— et max f—¢
[-A+a;—A+b] " A—+4oo [~A+a;—A+b]© A—+oo

car f converge vers £ en —oo.
On en déduit la convergence et la valeur de 'intégrale suivante

0 b
/ (f(a+x)ff(b+x))dx:(bfa)Ef/ f(z)dz
et finalement on obtient la convergence et la valeur de 'intégrale suivante

/+Oo(f(a+x)

— 00

f(b+2))dz = (b— a)l.
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Exercice 19 : [énoncé]
On procéde au changement de variable

_1_1_1 3 t
x—2 25111
avec t € [-m/2;m/2].
On obtient
/1 dx
e
0o Va(l—2x)

(avec convergence de l'intégrale) et

[ vei=man =T

Exercice 20 : [énoncé]
La fonction ¢t — P(t)/Q(t) est définie et continue sur R.
Pour [t| = +o0, P(t)/Q(t) = O(1/t*) car deg(P/Q) < —2.
Par suite l'intégrale fR g converge.
Les poles de la fraction P/Q sont complexes conjugués non réels et les parties
polaires correspondantes sont deux a deux conjuguées. On en déduit que
P/Q = 2Re(F) ou F est la fraction rationnelle obtenue en sommant les parties
polaires relatives aux poles de partie imaginaire strictement positive.
Considérons un pole a = a + i avec « € R et 5 > 0.
Pour les éléments simples de la forme ﬁ avec m > 1,o0n a
—+oo
fR(t aym™ [_ﬁ(t—aﬁ} =0.
— 0o
1

Pour les éléments simples de la forme +— on a

X_
f—A t—a f A (tt aajjrﬁﬂZ =

obtient f A t -~ — im.

A
{ln [t —al| + 1arctan(5)] . Quand A — 400, on
—A

Puisque [; & = lima 4o fAA g(i) dt, on obtient [, £ che = 2Re(o)m avec o la
somme des coefficients facteurs des éléments simples X—_a avec a de parties

imaginaires strictement positive.

Exercice 21
On a

: [énoncé]

1 1-— X4

I+ X4+ X8 1-Xx1Z

Les poles de cette fraction rationnelle sont les éléments de Uss \ Uy et ils sont
simples.
On peut donc écrire en combinant les parties polaires conjuguées

1 aq Qo Qy Qs
SRS} 2R 2R 2R
1+ X%+ X8 e<Xw1)+ e(Xw2>+ e(Xw4>+ e(Xw5>

avec wy = exp(2ikm/12), les wy,wa,wy et ws de parties imaginaires strictement
positives.

1-Xx*
(1— X2y

Soitw=a+ibeCavecacRetb>0.0na

/A dt
_A t—w
la limite de ’arc tangente étant obtenue sachant b > 0.
Soit de plus « € C.

A Ay
lim </ 2Re< > dt) = 2Re< lim a/ ) = 2rIma.
A—+oo —_A t—w A—~+o0 7At—w

Puisque la convergence de l'intégrale que nous étudions est assurée

/+°° dz
coo 14zt a®

/+°° dz
I

1
ap = :E(w,‘z—wk).

X:wk

im

:/A Wdt: [1111((13_@)24_[)2) +iarctant

_ A
A t—a)2—|—b2 2 b :|A A—+o0

. /A dz

lim _—
Astoo J_ 4 14+t + a8
et on en déduit

—27 Im(a1 + a9+ aq + CY5)

ce qui donne

teo dx T
_ 2 10 4 8
/Oo Troiges gl —elrei—uf),

Or

2 10

2
w® —w :2ising:i 3etw4—w8:2isin§:i\/§

et finalement
/ Foo dz o
oo 1Fztad 3
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Exercice 22 : [énoncé]

(a) On vérifie sans peine que la suite (f,,) est bien définie.

fi(z) =z, fa(z) = %x‘w,...

Si f(z) = az” alors

o(f)(2) = va / "z gy - ;ﬁxmﬂ.

Ainsi f,,(z) = a2’ avec

2\/an Bn

Apt1 = et Bn-‘rl = ? + 1.

B +2
On a on 1
Bn = o1 —2
et, pour n > 1,
2./,
Qpy1 = ——7—-
4_ 271,7—1

On a
2y/any1  2y/an

1 1 -
S

Qn42 — Opt1 =

Or 2™ > 2"~ ! donne

donc

2
Qpi2 — Qpy1 < ﬁ(\/anJrl - \/an)-

T on—1

Puisque a1 = ap, on obtient alors par récurrence que la suite (a,,) est
décroissante.

Etant aussi minorée par 0, elle converge et en passant la relation de
récurrence a la limite, on obtient

a, = 1/4.

On en déduit que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la

fonction ,
T

(= ).

o ()

De plus
fulz) = f(z) = an(zﬁ" — xz) + <an - i)xZ

Puisque 8,, < 2, on a pour tout = € [0;1] et en exploitant e* < 1+ u

2
0<zPn —2? = / ‘1n(x)|xt dt

n

<(2- ﬁn)|ln(x)‘.m6" <(2- Bn)|ln(x)‘x
Puisque la fonction  — 2 |Inz| est bornée par 1/e sur [0;1],
ngﬁ"foSQfﬂn

et ainsi 1
|fo(@) = f(2)] = an(2 = Ba) + (an _ 4>

et ce majorant uniforme tend vers 0.
Il y a donc convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) vers f.

(b) La relation
funt@) = [ VE@

donne & la limite

f(x) = / BNIOL

d’ot l'on tire f dérivable et f'(z) = /f(x).

Pour I'équation différentielle y' = ,/y, il n’y a pas unicité de la solution nulle
en 0, car outre la fonction nulle, la fonction y: o + (2/2)? est justement
solution.

Exercice 23 : [énoncé]
Soit « € R. Pour n assez grand

fa(@) = (1 —x/n)" =exp(nln(l — z/n)) e e ",
La suite (fn) converge simplement vers f: x — e~ % avec f, < f.
Etudions 6, = f — f, > 0.
Pour z € [n;+oo|, d,(z) = % <e ™
Pour z € [0;n], u(z) =™ — (1 —z/n)" et 0, (x) = —e % + (1 —x/n)" L.
Posons

on(z) =(n—1)In(l —z/n) + x.
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On a
n—1 1

/
= 1:
on (@) - x/n_1+

z—1

T—n

est du signe de 1 — .

Par étude des variations de ¢,,, on obtient 'existence de z,, € [0;n[ tel que

on(x) >0 pour z < x, et p,(x) <0 pour z > x,. On en déduit que pour = < x,,,
d7.(x) > 0 et pour z > m,, 0, (x) < 0. Alnsi

n

n—1 n
o) = (1-22) - (102 ) = e
n n n

Puisque la fonction x — ze™® est bornée par un certain M sur Ry, on obtient

||§nHoo7[0;n[

M
6l o < -

Finalement
—n
||§nHoo,[0;+oo[ < max Tl ,e — 0.

On peut donc affirmer que la suite (f,,) converge uniformément sur R vers f.

Exercice 24 : [énoncé]

Puisque a,, > 0 et >_ a,(1 + |z,|) converge, les séries > a, et > a,x, sont
absolument convergentes.

Posons f,(z) = ay, | — x|

Comme |ay, |2 — @y|| < |an| [2] + |an@y], la série des fonctions f,, converge
simplement sur R.

Les fonctions f,, sont continues et sur [—-M ; M|, || fulloo < Mayn + ay |25]-

Par convergence normale sur tout segment d’une série de fonctions continues, on
peut affirmer que la somme f est continue.

Soit [a; 0] € R tel que x,, ¢ [« ; [] pour tout n € N.

Les fonctions f,, sont de classe C* sur [a; 3] et f(z) = €a,, avec || = 1.

Par convergence normale de la série des dérivées sur [a; 5], on peut affirmer que f
est de classe C! sur tout intervalle ouvert |a;b[ vérifiant Vn € N, z,, ¢ Ja; b[.

Soit a € R tel qu’il existe n € N vérifiant z,, = a.

En considérant A = {n € N|z,, = a}, on peut écrire par absolue convergence

f(m):Zan|1‘70’|+ Z an|x—xn\:a|xfa|+g(x)

neA neN\A

avec o > 0.
[e3

Puisque la série Y a,, converge, pour N assez grand, Z$SN+1 anp < 3.

On peut alors écrire

f@)=alz—a+

neN\A,n>N+1

ap | — xp| + Z

neEN\A,n<N

an | — Xy .

La fonction @ — }°, o\ 4.n<n @n |2 — Tn| est dérivable au voisinage de a.
Cependant, la fonction

prx—alr—al+ Z
neN\A,n>N+1

ap, |2 — Xy

n’est quand & elle pas dérivable en a.
En effet, pour h > 0,

(@(a+h)—sﬁ(a))2a—§z%

S =

alors que pour h < 0,

2 2

Ainsi, les éventuels nombres dérivés a droite et & gauche ne peuvent pas coincider.

%(cp(a-i—h) —pla)) < —a+ 2=_2

Exercice 25 : [énoncé]

Les fonctions constantes sont solutions et les solutions forment un sous-espace
vectoriel.

Soit f une solution. Quitte & ajouter une fonction constante, on peut supposer

F(0)=0.

On a .
foy= 1D 4y 10

donc )

+oo +oo 1
f(z") fa™h)
f@)=> 5 =2 "5
n=2 n=1
Posons h(x) = supjg., | f|-
Pour x > 0, on a "™ € [0;2?] pour tout n > 1. On en déduit

+ool

[@)] £ 3 5eh(a®) = ha?).

n=1

Ainsi h(x) < h(z?) puis en itérant 0 < h(z) < h(z2") pour tout n € N.
Or pour z € [0;1[, 22" — 0 et limg+ h = 0 (car £(0) = 0) donc h(z) = 0 sur [0;1].
Finalement f est nulle sur [0; 1] puis en 1 par continuiteé.
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Exercice 26 : [énoncé]

a) Soit ¢ € [1;n]. Les coefficients y; de la colonne Y étant tous positifs, on peut
J
écrire

~—

[AY]; = Z i Yj = Zayj > amax(Y).
7=1 37 J=1

Cette comparaison valant pour tout indice 4, il vient
min(AY) > amax(Y).

(b) Par construction, la colonne Y est a coefficients positifs. Aussi, on vérifie
AU = U car les lignes de A sont de sommes constantes égales & 1. On a donc

min(AY) > amax(Y)
avec

min(AY) = min(AX — min(X)U) = min(AX) — min(X)
et
max(Y) = max(X — min(X)U) = max(X) — min(X)
ce qui donne aprés réorganisation des termes
min(AX) > amax(X) + (1 — o) min(X).

Pour obtenir la seconde comparaison, on peut reprendre ce qui préceéde a
partir de Y = max(X)U — X ou bien employer ce qui suit :

Par passage a 'opposé min(—X) = — max(X) et

max(—X) = —min(X).

En appliquant le résultat précédent a la colonne — X, il vient aprés échange
des min et des max et renversement de la comparaison

max(AX) < amin(X) + (1 — a) max(X).

(c) Soit p € N. En appliquant les comparaisons qui précédent a la colonne APX,
on obtient

min(APT1X) > amax(APX) + (1 — a) min(APX)
> amin(APX) 4+ (1 — o) min(APX) = min(APX)
et
max (AP X) < amin(APX) + (1 — a) max(APX)
< amax(A4APX) + (1 — a) max(APX) = max(APX).

Les deux suites (min(ApX))peN et (max(ApX))peN sont donc respectivement
croissante et décroissante. Aussi, on a

max (AP X) — min(A4PT' X) < (1 — 2a) (max(APX) — min(APX))
et, par une récurrence immédiate,
0 < max(APX) — min(A”X) < (1 — 2a)? (max(AX) — min(AX)).

Or 1 —2a € [0;1] car les coefficients de A sont strictement positifs et la
somme de ceux-ci sur chaque ligne vaut 1 ce qui oblige na < 1. La suite
géométrique ((1 —2a)?) est donc de limite nulle et, par comparaison, on
conclut que la différence des deux suites (max(ApX))peN et (min(A”X))peN
est de limite nulle. Finalement, ces deux suites sont adjacentes.

(d) Pour X € M,, 1(R), 'adjacence des suites (min(ApX))pEN et
(max(APX ))p oy entraine la convergence de (AP X) vers une colonne dont
tous les coefficients sont égaux :

((X)
APX ——— : avec ((X)eR.
p—+00 '
((X)

Pour tout j € [1;n], la j-éme colonne de AP correspond au produit de AP par
la j-éme colonne élémentaire E; de M,, 1(R). Colonne par colonne, on justifie

K(El) g(En)

AP A =
p—>—+0o0

0B - U(E)

Cette limite est de rang au plus 1 car ses lignes sont toutes identiques, elle est
méme de rang exactement 1 car ce n’est pas la matrice nulle. En effet,
AU = U donne APU = U puis, a la limite, AU = U.

Exercice 27 : [énoncé]
Casn=2
Par ’absurde supposons qu’une telle norme existe.
0 1 0 2
Posons A = (O O) et B = (O O)'
Les matrices A et B sont semblables (via P = diag(1/2,1)) donc ||A]| = ||B||. Or
B =2A donc ||B]| = 2||A]| puis ||A|| = 0.
C’est absurde car A # Os.
Cas général : semblable.
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Exercice 28 : [énoncé]

Soient z € R et £ > 0.

Il existe ng € N* tel que 1/ng < e.

Pour a > Inng et n = E(e%) > ng, on alnn < a <lIn(n+ 1).
On en déduit

la—Inn| <In(n+1)—Inn=In(l4+1/n) <1/n<1/ng <e.

Puisque m — x —— +o00, pour m assez grand, on a a = m — x > Inng et donc
m——+oo

il existe n € N* vérifiant |a — Inn| < ¢ i.e.
lm —Inn — x| <e.

Par suite {m —Inn | (m,n) € Z x N*} est dense dans R.

Exercice 29 : [énoncé]
Par ’absurde supposons A # E.

Il existe un élément a € F tel que a ¢ A. Par translation du probléme, on peut
supposer a = 0.

Posons n = dim E.

Si Vect(A) est de dimension strictement inférieure & n alors A est inclus dans un
hyperplan de E et son adhérence aussi. C’est absurde car cela contredit la densité
de A.

Si Vect(A) est de dimension n, on peut alors considérer (e, ...
formée d’éléments de A.

Puisque 0 ¢ A, pour tout z € A, on remarque : VA € R_, —Azx ¢ A (car sinon, par
convexité, 0 € A).

Par convexité de A : Vg, ..

,€n) une base de F

A SO N A =1 = Aeg -t Apen €A

et donc :
VAER_ VAL ..., 20+ + XA, =1 = A er+--+ M\en) € A
Ainsi Vg, ..oy i < 0, p1e1 + -+ + pnen € A

Or la partie {p1e1 + -+ 4 pnen | s < 0} est un ouvert non vide de A et donc
aucun de ses éléments n’est adhérent & A. Cela contredit la densité de A.

Exercice 30 : [énoncé]

Pour obtenir ce résultat, il suffit de savoir montrer F' + Vect(u) fermé pour tout
Soit (x,) une suite convergente d’éléments de F' + Vect(u) de limite .

Pour tout n € N, on peut écrire z,, = y, + \pu avec y, € F et A\, € K.
Montrons en raisonnant par ’absurde que la suite (\,) est bornée.

Si la suite (\,) n’est pas bornée, quitte & considérer une suite extraite, on peut
supposer |A,| = +o0.
Posons alors z,, = /\ixn = /\iyn + u.

Puisque ||z, | — ||z|| et |An] = 400, on a ||z,|| — 0 et donc ﬁyn — —u.

Or la suite de terme général ﬁyn est une suite d’éléments de ’espace fermé F,
donc —u € F ce qui exclu.

Ainsi la suite (A,) est bornée et on peut en extraire une suite convergente (A, (y,))
de limite \ € K.

Par opérations, la suite (y,(,)) est alors convergente.

En notant y sa limite, on a y € F' car I'espace F' est fermé.

En passant la relation z,, = y, + A\pu a la limite on obtient

r=y+ Au € F + Vect(u).

Ainsi 'espace F' + Vect(u) est fermé.

Exercice 31 : [énoncé]

Cas A € M,,(C) est diagonalisable.

Soit (A,) une suite convergente de matrices semblables & A.

Notons A la limite de (4,).

Si P est un polynome annulateur de A, P est annulateur des A, et donc P annule
A. Puisque A est supposée diagonalisable, il existe un polynéme scindé simple
annulant A et donc A, et par suite A, est diagonalisable.

De plus x4 = XA, donc & la limite x4 = xa.,-

On en déduit que A et Ay, ont les mémes valeurs propres et que celles-ci ont
mémes multiplicités. On en conclut que A et A, sont semblables.

Ainsi la classe de similitude de A est fermée.

Cas A € M,,(C) non diagonalisable.

A titre d’exemple, considérons la matrice

A(é i)

Pour P, = (g (1)>, on obtient

-1 A 1/p
Pp APp = (0 \ — A

qui n’est pas semblable & A.
De fagon plus générale, si la matrice A n’est pas diagonalisable, il existe une
valeur propre A pour laquelle

Ker(A — M)? # Ker(A — \Iy).
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Pour X5 € Ker(A — Al2)? \ Ker(A — Alp) et X = (A — A3) X2, la famille (X, X5)
vérifie AX; = AX; et AXy = AXs + X;. En complétant la famille libre (X7, X5)
en une base, on obtient que la matrice A est semblable &

A 1 (%)
T=10 X (%
(0) (0) B

Pour P, = diag(p, 1,...,1), on obtient

A 1/p (x/p) A0 (0)
PTP,=[0 X () |=|0 X (¥]=A4x.
(0) (0) B (0) (0) B

Or cette matrice n’est pas semblable & T ni & A car rg(Aoc — Al,) # rg(T — AIL,).
Ainsi, il existe une suite de matrices semblables & A qui converge vers une matrice
qui n’est pas semblable & A, la classe de similitude de A n’est pas fermée.

Cas A € M, (R)

Si A est diagonalisable dans C alors toute limite A, d’une suite de la classe de
similitude de A est semblable & A dans M,,(C). Soit P € GL,(C) telle que
P71AP = A. On a alors AP = PA... En introduisant les parties réelles et
imaginaires de P, on peut écrire P = @ + iR avec Q, R € M, (R).

L’identité AP = PA, avec A et A, réelles entraine AQ = QA et AR = RA.
Puisque la fonction polynome t — det(Q + tR) n’est pas nulle (car non nulle en i),
il existe ¢ € R tel que P’ = Q + tR € GL,(R) et pour cette matrice AP’ = P'A,.
Ainsi les matrices A et Ay sont semblables dans M., (R).

Si A n’est pas diagonalisable dans C.

Il existe une valeur propre complexe A pour laquelle

Ker(A — \3)? # Ker(A — \Io).

Pour X5 € Ker(A — )\12)2 \KGI‘(A — )\IQ) et X1 = (A — )\IQ)XQ, la famille <X17 X2>
vérifie AXl = AXl et AX2 = AXQ + Xl.

Si A € R, il suffit de reprendre la démonstration qui précéde.

Si A € C\ R, on peut écrire A = a + ib avec b € R*.

Posons X5 = X7 et X4 = Xo.

La famille (X1, Xo, X3, X4) est libre car A # \.

Introduisons ensuite Y7 = Re(X7), Y2 = Re(X3), Y3 = Im(X7) et Y3 = Im(X>).
Puisque Vectc (Y1, ..., Ys) = Vecte (X1, ..., X4), la famille (Y7,...,Yy) est libre et
peut donc étre complétée en une base.

On vérifie par le calcul AY; = aY; — bY3, AY; = aYs —bY, + Y, AY3 = aY3 + b3
et AY, = bY5 + aYy + Y3. et on obtient que la matrice A est semblable dans

M, (R) & la matrice
T *
O B

avec
a 1 b 0

0 a 0 b

= b 0 a 1

0 —-b 0 a

Pour P, = diag(p,1,p,1,...1), on obtient

_ T *
PI'TP, — ( ) = A

O B
avec
a 0 b O
0 a 0 b
T = b 0 a O
0 —-b 0 a

Or dans M,,(C), la matrice A, est semblable est & diag(\, A, X\, A\, B) qui n’est pas
semblable & A pour des raisons de dimensions analogues a ce qui a déja été vu.
Les matrices réelles A et A, ne sont pas semblables dans M,,(C) ni a fortiori
dans M, (R).

On en déduit que la classe de similitude de A n’est pas fermée

Exercice 32 : [énoncé]

Considérons ’ensemble B =1n A = {lna|a € A}.

Pour tout z,y € B, % = w =Invab € B.

En raisonnant par récurrence, on montre que pour tout x,y € B, on a la propriété

kxz+ (2" — k
z+ ( )yE

vn € N,Vk € {0,...,2"}, 5

B.
Soit € Jinf A ;sup A[. Il existe a,b € A tels que a < z < b.

On a alors Ina < Ilnz < Inb avec Ina,Inb € B.

On peut écrire Inz = Alna+ (1 — A)Inb avec A € ]0;1].

Posons alors k,, la partie entiére de A2" et xz,, = exp % Ina + < - ’;:;) In b)

Il est immédiat que x,, — x avec pour tout n € N, z,, € A.

Si, dans cette suite, il existe une infinité d’irrationnels, alors = est limite d’une
suite d’éléments de AN (R\ Q).

Sinon, & partir d’un certain rang, les termes de la suite x,, sont tous rationnels.
Le rapport x,,41/x, est alors aussi rationnel ; mais

knt kn

Zntl  kn
Tya1 a\ 2ntt 2" ka1 k 1
ntl (2 avec L 2" o
Ty b
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. . . . k . . . -,
S’il existe une infinité de n tels que 53 — ’2“7 = 27,% alors il existe une infinité de

n € N tels que

1

a 21
(b) €@

et puisque ’élévation au carré d’un rationnel est un rationnel, le nombre a/b est
lui-méme rationnel. Or les racines carrées itérés d’un rationnel différent de 1 sont
irrationnelles & partir d’un certain rang.

Il y a absurdité et donc a parti d’un certain rang k, 11 = 2k,.

Considérons 4 la suite (x,) définie par

k! k!
x, = exp(QZlna—i— (1 - 2) lnb> avec k), = k,, + 1.
On obtient une suite d’éléments de A, convergeant vers x et qui, en vertu du
raisonnement précédent, est formée d’irrationnels & partir d’un certain rang.

Exercice 33 : [énoncé]
Soit A I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite a.
Nous allons établir que A est un intervalle en observant que

Va< peAa;f]CA

(caractérisation usuelle des intervalles)

Soit a < B € Aety€[a;f]. Siy=aouvy=7g alors évidemment y € A.
Supposons maintenant vy € Jar; 3[.

Soient N € N et € > 0. Puisque a1 — a, — 0, il existe un rang N’ tel que

Vn > N\ |apns1 — an| < e.

Comme « est valeur d’adhérence de a et que o <+ il existe p > max(N, N') tel
que a, < 7. Aussi, il existe ¢ > max(N, N') tel que a4 > 7.
Si p < q, on introduit

E={necp;q],an <~}.

Cet ensemble E est une partie de N, non vide (carp € E) et majoré (parg). Cet
ensemble admet donc un plus grand élément r. Nécessairement r < g car aq > 7.
Puisque r € Eetr+1¢ FE, a, <y < a,41 et donc |y —a,| < |ar41 — ar| < e.
Si p > ¢, un raisonnement semblable conduit & la méme conclusion.
Finalement

VN € N,Ve > 0,3r > N, |y —a,| <e.

On peut donc affirmer que v est valeur d’adhérence de a et conclure.

Exercice 34 : [énoncé]

Posons £ = limy, 4 o0 | Un + 32 | €t vy = uy — %f de sorte que €, = v, + > — 0.

Soit a une valeur d’adhérence de la suite (vy,).
I existe ¢: N — N strictement croissante telle que v, ) — a.

V2p(n) = 28p(n) — Lp(n) T —20a
donc —2a est aussi valeur d’adhérence de (vy,).
En reprenant ce processus, pour tout p € N, (—2)Pq est valeur d’adhérence de (v,,).
Or la suite (u,) est bornée, la suite (v,,) l'est donc aussi et ses valeurs d’adhérence
le sont encore. On peut donc affirmer a = 0.
La suite (v,,) est bornée et 0 est sa seule valeur d’adhérence donc elle converge
vers 0 (car si tel n’était pas le cas, il existerait une infinité de termes de la suite
(vp) en dehors d’un intervalle [—¢;¢],e > 0, et de ces termes bornés on pourrait
extraire une suite convergente d’ou l’existence d’une valeur d’adhérence non nulle).

Exercice 35 : [énoncé]

(a) Pour t € R\ N*,

an <1 2 1
n—t| =2\ (n—1t)2

donc )~ = est absolument convergente. La fonction f est définie sur R\ N*,
(b) Pour [t] <1,

“+o00 +oo +oo
f(t):Z 1_t/n leon’”“

. L. t'm .
Puisque la série Zm>0 ‘Z?n +1| converge pour tout n > 1 et puisque

tﬂ
>l el

n>1m=0 n>1

converge, peut appliquer le théoréme de Fubini pour intervertir les deux

sommes.
+oo [/+oo a
0= 3 (3 s )

m=0 \n=1

La fonction f apparait alors comme développable en série entiére sur |—1;1[.
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(c) Si f(t) =0 sur [-1/2;1/2] alors le développement en série entiére de f sur
]—1;1[ est nul et on en déduit que f est nulle sur |—1;1].

Or
UG
1t —n—t
avec t — Z:z —m définie et continue au voisinage de 1. On en déduit que
a; = 0.

On peut alors reprendre I’étude du b) et, sachant a; = 0, on peut affirmer
que f est développable en série entiére sur |—2;2[. Or ce dernier
développement étant nul, on obtient comme ci-dessus as = 0 etc.

Au final, la suite (a,)nen+ est nulle.

Exercice 36 : [énoncé]

Posons f,(x) = (cosZ | sixz€[0;n]et fr(z) =0siz € |n;+ool.

Pour z € R,, quand n — o0,

fn(@) = (COS 2) = exp(n®In(1 — z°/2n* 4+ o(1/n%))) — o—2°/2

Ainsi, la suite de fonctions (f,) converge simplement vers f: x — e~ /2
[0;400]. Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux.

Soit ¢: [0;1] — R définie par 1 (t) = 1 — t2/4 — cost. Par étude des variations,

sur

Vz € [0;1],¢(x) > 0.

On en déduit que, pour z € [0;n],
x z? x?
ln(cos n) < 1n<1 — 4712) < “n?

fulz) < e/,

puis

Cette inégalité vaut aussi pour x € |n; +o0o[ et puisque la fonction z — e~ /4 est

intégrable, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée pour affirmer

n n? —+o0
lim <cos m) dx = / e /24y = ﬂ/f.
n——+oo 0 n 0 2

Exercice 37 : [énoncé]

(a)

Appliquons le théoréme de convergence dominée.
Posons f,: [0;1] — R définie par

fa(t) = F(\/ﬁ(ét - h))

Pour ¢t € [0;h/d], on a f,(t) — 1.

Pour t € |h/d§;1], on a f,(t) — 0.

Enfin, pour ¢t = h/4, f.(t) = F(0) — F(0).

Ainsi la suite de fonctions (f,) converge simplement sur [0;1] vers f définie
par

1 site0;h/6]
F&) =S F) sit=n/s
0 sitelh/d;1].

Les fonctions f, sont continues et la limite simple f est continue par
morceaux.
Enfin

vt € [051], | fo(t)] < 1= e(t)

avec @ continue par morceaux et intégrable.
Par convergence dominée,

1 h/s h
Ina/ f(t)dt:/ 1dt = —.
0 0

Par la décroissance de F', on peut écrire

(o9

/<(k+2)/nF(\/ﬁ(5th)) dt < %F (ﬁ@krh)) < /k(kﬂ)/nF (Vn(6t=h)) dt.

k+1)/n /n

En sommant ces inégalités

(n+1)/n S
/ F(v/n(8t — h)) dt < ;” <I,
1/n

t
¢ (n+1)/n 1
/ F(v/n(st — b)) dt :/ F(V/a(s(t + 1/n) — b)) dt.
1/n 0
Par convergence dominée, on obtient de fagcon analogue & ce qui précéde, la
limite de ce terme et on conclut

Sy ~ —=n.

0
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Exercice 38 : [énoncé] et alors

(a) Pour z > 0, posons A )
lun(z)| < M/ |sin(u/z)|n+ du + € avec M = max |f'(u)].
+o00 0 u€[0;A]
Up () = / ncost(sint)" f(xt) dt.
0 Pour x > 4A/m, on a

L’intégrabilité de f assure que u,(x) est bien définie. u A 7
Puisque f’ est intégrable, la fonction f converge en +oo et, puisque [ est Vue[0;4],0< — < =< 1
aussi intégrable, f tend vers 0 en +oo. Par intégration par parties, on obtient o
alors N et donc
n / o ntl g (at) dt A o
Up(T) = — sint zf'(x . . n
n(2) A (sint) f /o |sin(u/2)|"" du < —T

Posons gy (z) = [sint|" ™" zf’(xt) dt.

Chaque fonction g, est continue par morceaux.

La suite de fonctions (g,,) converge simplement vers une fonction continue A Ao
par morceaux, nulle en chaque x # /2 + k. / ‘sin(u/x)|n+1 du — x/ |sint\n+1 dt.
La fonction limite simple est continue par morceaux. 0 0

Enfin on a la domination

Pour x < 4A/m, on a par changement de variable

Pour k entier tel que km < A/x < (k + 1)7.
|9n(2)] < 2f'(at) = o(t)

s

A ntl (k4+1)7 L
/ |sin(u/z)|"" du < x/ |sint|"*t dt = x(k +1) / (sint)™ 1 dt.
0 0

avec la fonction ¢ intégrable. 0

Par convergence dominée
Or z(k+1)m < A+ am < 5A et donc

A T
+ 54
e / ‘sin(u/ac)’n—Irl du < —/ (sint)™ 1 dt.
T
et par comparaison 0 0
Uy () —Wroo 0. Finalement, pour tout z > 0,
(b) On vient déja d’obtenir une convergence simple de la suite de fonctions (u.,) S5AM [T . 1 AM
. ; st s i 1 |un(x)| < (sint)""tdt + — +¢
vers la fonction nulle. Montrons qu’en fait il s’agit d’une convergence T Jo \/ﬁnﬂ
uniforme.
Par changement de variable et donc pour n assez grand, on a pour tout = > 0.
+o00
n < 2e.
un(a) = =2 [ sinu/o) 7 () du fun()] < 22

Il y a donc convergence uniforme vers la fonction nulle.
Soit € > 0. Puisque la fonction f’ est intégrable, il existe A € R tel que

+oo
/
/A ‘f (U)’ du <e Exercice 39 : [énoncé]
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(a)

Casa=c:
a® nba"1! e?  be®
(0 u >et exp(M)<0 ea)'

a™ —c"

n
M" = (ao iﬁ) avec a, = b(a" ' +a" P4 +a%" ) =0

a—cC

a b(e® — g€
exp(M) = (eo ;) avec x = %.

Avec des notations immédiates, si exp(M) = exp(M’) alors par identification
des coefficients diagonaux, on obtient a = a’ et ¢ = ¢'.
Dans le cas a = ¢, I'identification du coefficient d’indice (1,2) donne

’

be® = b'e”
dou b=1.
Dans le cas a # ¢, la méme identification donne
b(e® —e) V(e —e)
a—c a—d

et & nouveau b =b'.
Ainsi application exp: T — T'T est injective.

Considérons maintenant
N = (0‘ s ) eTr.
0 v

Si a = alors pour a =In« et b= 3/, on obtient M € T vérifiant
exp(M) = N.

Si a # «y alors pour a =Ilna, ¢ =Invy et b = 3(a — ¢)/(a — ), on obtient
M e T vérifiant exp(M) = N.

Ainsi I'application exp: T — T est surjective.
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