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Exercice 1 [o03243] [Correction] Exercice 8 [o03165] [Correction]
Soit G un groupe multiplicatif de cardinal p® avec p premier et o € N*. Soient (a,) une suite réelle positive, bornée et (u,) la suite récurrente définie par
Montrer que 1
Z(G) #{1}. up >0 et u = ——  pour tout n € N.
0 n+1 un +an, + 1 b

Exercice 2 [ 04972 ] [Correction] Montrer que la suite (u,) converge si, et seulement si, la suite (a,) converge.

Montrer que V2 + ¥/3 est un nombre irrationnel.

Exercice 9 [ 03105 ] [Correction]
Exercice 3 [03353] [Correction] Soit a un réel compris au sens large entre 0 et 1/e.

i > i -ie ‘unité =1. . . . .-
Solent n = 3, wy, ..., wn les racines n-iéme de 'unité avec wy, = 1 (a) Démontrer l'existence d'une fonction f € C1(R,R) vérifiant

(a) Calculer pour p € Z,

” Vz € R, f'(x) = af(x+1).
Sp = pr .
=1 (b) Si a =1/e, déterminer deux fonctions linéairement indépendantes vérifiant la
(b) Calculer relation précédente.
n—1
1
T =

Exercice 10 [o03350 ] [Correction]
Montrer la surjectivité de ’application
Exercice 4 [ 03040 ] [Correction]

. ., . . 1
Quelle est I'image du cercle unité par application z — =7 z € Crr zexp(z) € C.
E)fercice 5 03107 ] [Correctiog] Exercice 11 [oo0727] [Correction]
Soit B une partie bornée non vide de C. Soit f € C%(R4,R) telle que lim, ., f(z) =a € R.

On suppose que si z € Balors 1 —z+22€ Bet 1+ 2+ 2% € B.

. e ) . p o
Déterminer B. (a) Si f” est bornée, que dire de f'(x) quand x — 4007

(b) Le résultat subsiste-t-il sans I’hypothése du a) ?

Exercice 6 [ 03048 ] [Correction]
Etudier la suite (z,)n>0 définie par z € C et Exercice 12 [ 03034 ] [Correction]
Soit f: [0;1] — R uniformément continue. Montrer que f est bornée.

Jr
VneN, 241 = M
2
) Exercice 13 [o30s51 | [Correction]
Exercice 7 [ 03039 ] [Correction] Soient (a,b) € R? avec a < b et f € C°([a;b],C).
Soit z € C avec |z| < 1. Existence et calcul de A quelle condition portant sur f a-t-on

n

. k
i 1025,
k=0

/abf’=/ab|f|?-
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Exercice 14 [o03089 ] [Correction]
Soient (a,b) € R?, p € R et f € C*([a;b],R) telles que

Vz € [a;b],

/ te‘n’f(t) dt‘ < .
o p

Exercice 15 [o02981] [Correction]
Déterminer un équivalent lorsque n — 400 de

1 t n
= [ () o
o \1+1%?

Exercice 16 |[o033s0] [Correction]
Soit f:[0;1] — R continue vérifiant

f'(x)| = p et f monotone.

Montrer :

/Olf(t)dtzo.

Montrer qu'’il existe « € ]0; 1] vérifiant

/xtf(t)dt:().
0

Exercice 17 [o02966 ] [Correction]
Soient f: [0;1] — R continue telle que

/Olf(t)dt:O

m le minimum de f et M son maximum.
Prouver

1
/ f2(t)dt < —mM.
0

Exercice 18 [oo0318] [Correction]
Pour n > 2, on considére le polynome

P,=X"—nX+1.

(a) Montrer que P,, admet exactement une racine réelle entre 0 et 1, notée x,.
(b) Déterminer la limite de x,, lorsque n — +o0.

(c) Donner un équivalent de (z,,) puis le deuxiéme terme du développement
asymptotique x,,.

Exercice 19 [o03351 | [Correction]

Soient a,b € N\ {0,1} et n € N*.

On suppose que a” + b™ est un nombre premier. Montrer que n est une puissance
de 2.

Exercice 20 |[ooz271 | [Correction]
Soit P € C[X] non constant et tel que P(0) = 1. Montrer que :

Ve > 0,3z € C, 2| <eet |P(z)] < 1.

Exercice 21 |[o2143] [Correction]

Soient t € R et n € N*.

Déterminer le reste de la division euclidienne dans R[X] de (X cost + sint)™ par
X2 +1

Exercice 22 [oo0274 ] [Correction]
Soit P € R[X] simplement scindé sur R. Montrer que P ne peut avoir deux
coefficients consécutifs nuls.

Exercice 23 [ 02375 ] [Correction]
Trouver les P € C[X] vérifiant

Exercice 24 [ 03696 | [Correction]
Soit P € R[X] scindé sur R. Montrer que pour tout réel «, le polynéme P’ + aP
est lui aussi scindé sur R.
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Exercice 25 [o03041] [Correction]
Trouver les P € C[X] tels que

P(1)=1,P(2)=2,P'(1)=3,P'(2) =4,P"(1) =5 et P"(2) = 6.

Exercice 26 |[03336] [Correction]
Résoudre dans C? le systéme

2 +y* +22=0

4yt +21=0
22 +y°+ 25 =0.

Exercice 27 [o01352] [Correction]
Soient K un corps et ay,as,...,a, € K deux a deux distincts.

(a) Calculer

n
X—aj
;gai—aj'

(b) On pose A(X) =[]/—, (X —

=1 a;). Calculer

— A'(a;)

(3

"1

1

Exercice 28 [o02464 ] [Correction]
Soit (a,b,c) € R3. Les fonctions x — sin(x + a),  + sin(x + b) et z +— sin(z + ¢)
sont-elles linéairement indépendantes ?

Exercice 29 [o03046 ] [Correction]
Soit P € R[X]. Montrer que la suite (P(n)),en vérifie une relation de récurrence
linéaire & coefficients constants.

Exercice 30 [o02909 ] [Correction]
Soient E un espace vectoriel, F; et Iy deux sous-espaces vectoriels de E.

(a) Montrer que si F3 et Fy ont un supplémentaire commun alors ils sont
isomorphes.

(b) Montrer que la réciproque est fausse.

Exercice 31 [o4968] [Correction]
Montrer que toute matrice de M, (R) peut s’écrire comme la somme d’une
matrice symétrique et d’une matrice nilpotente.

Exercice 32 [04976 | [Correction]
A quelle condition existe-t-il des matrices A, B € M,,(R) vérifiant
(AB— BA? =1,7

Exercice 33 [00403 | [Correction]
Soit

M= (‘CL 2) € Ms(R)

avec0<d<c<b<aetb+c<a-td.
Pour tout n > 2, on note

Démontrer que, pour tout n > 2,

by +cn < ap, +dy.

Exercice 34 [02929] [Correction]

Soit
1 1

(a) Soit k € N*. Majorer les coefficients de A*.
(b) Calculer A~1.
(c) Calculer (A=1)* pour k € N.
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Exercice 35 [o03s64 ] [Correction]
Soient Aq,..., A € M, (R) vérifiant

A+ + Ap =T, et VI <i<k A2 = A,

Montrer
V1<i#j<k AA; =0,.

Exercice 36 [o04960 ] [Correction]

Soit A € M,,(R) une matrice inversible et X,Y deux colonnes de M,, 1(R).

Etablir
A+Y'X € GL,(R) <= 1+'XA7'Y #£0.

Exercice 37 [o01432] [Correction]

Calculer
e ¢ .. on
ey Gy e Cry
Dn1=| . : :
0 1 n
Cn Cn+1 T CQn [n+1]

en notant par

Exercice 38 [00299 ] [Correction]
On pose
P,(X)=X"—-X+1 (avec n > 2).

(a) Montrer que P, admet n racines distinctes z1, ..., z, dans C.

(b) Calculer le déterminant de

1+ 2 1 1
1 1+ 2
: . . 1
1 o1 142,

Exercice 39 [00229] [Correction]
Soient A et H dans M, (R) avec rg H = 1. Montrer :

det(A+ H)det(A — H) < det A,

Exercice 40 [o03047 | [Correction]
Soit (uy,) une suite complexe telle que pour tout p € N*, u,, — u, — 0. Peut-on
affirmer que la suite (u,) converge ?

Exercice 41 [02049 ] [Correction]
Etudier la limite quand n — +oo de

()

k=1

Exercice 42 [ 02957 | [Correction]
Soit (u,) une suite réelle strictement positive, décroissante, de limite nulle.
On suppose que la suite de terme général

n
E U — Ny,
k=1

est bornée.
Montrer que la série de terme général u,, converge.

Exercice 43 [ 02956 | [Correction]
Soit (un)n>1 une suite de réels strictement positifs.
On pose, pour n € N*,

Up = Up /Sy 00 Sy =ug + -+ - + Up.

Déterminer la nature de > v,,.

Exercice 44 [ 02958 | [Correction]

Soit (uy,) une suite réelle strictement positive telle que la série de terme général
u, converge.

On note le reste d’ordre n

+oo
Rn = Z Uk .

k=n+1

Etudier la nature des séries de termes généraux u, /R, et up/R,_1.
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Exercice 1 : [énoncé]
Considérons la relation binaire R sur GG définie par

Y1 Rys < Iz € G,zy; = you.

Il est immédiat de vérifier que R est une relation d’équivalence sur G. Les classes
d’équivalence de R forment donc une partition de G ce qui permet d’affirmer que
le cardinal de G est la somme des cardinaux des classes d’équivalence de R.

Une classe d’équivalence d’un élément y est réduite & un singleton si, et seulement
si,

Vr € G,ry = yx.
ie.
y € Z(G).

En dénombrant G en fonction des classes d’équivalence de R et en isolant parmi
celles-ci celles qui sont réduites a un singleton on a

Card G = Card Z(G) + N

avec N la somme des cardinaux des classes d’équivalence de R qui ne sont pas
réduites & un singleton.

Pour poursuivre, montrons maintenant que le cardinal d’une classe d’équivalence
de la relation R divise le cardinal de G.
Considérons une classe d’équivalence {y, ...

,Ynt pour la relation R et notons
H, ={z € G|zy1 = yiz}.
Pour i € {1,...,n}, puisque y; Ry;, il existe z; € G tel que
TiY1 = YiLi-
Considérons alors 'application ¢: H; — H; définie par
o(z) = zx.

On vérifie que cette application est bien définie et qu’elle est bijective.
On en déduit
CardHy =...=CardH, =m

et puisque G est la réunion disjointes des Hy, ..., H,

Card G = mn = p®.

Ainsi toutes les classes d’équivalences qui ne sont pas réduites & 1 élément ont un
cardinal multiple de p et donc p | V.
Puisque p divise Card G = Card Z(G) + N, on a

p | Card Z(G).
Sachant Z(G) # 0 (car 1 € Z(G)) on peut affirmer

Card Z(G) > p.

Exercice 2 : [énoncé]

On exprime x = /2 4+ /3 comme solution d’une équation « simple ».
En développant ' le premier membre de I'équation (z — \/5)3 = 3, on obtient
2® — 3v22% 4 62 — 2v2 = 3.
En réordonnant les membres de cette équation, on écrit

\/5_1:3+6x—3

(33324—2)\[2:303—1—63:—3 puis 302 12

Par 'absurde, si z est un nombre rationnel, alors v/2 est aussi un nombre
rationnel par opérations dans Q. C’est absurde.

Exercice 3 : [énoncé]
Quitte & réindexer, on peut supposer

vk € {1, . ,n},wk = 82%‘"—/” = wk avec w = eziﬂ'/n_

(a) Si n ne divise pas p alors, puisque w? # 1

1—wm?

n
Szg WP =P = = .
P — 1—wP

Si n divise p alors

Sp:iwkp:ilzn.
k=1 k=1

1. On emploie la formule (a — b)® = a® — 3a2b + 3ab® — b3.
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(b) Pour 1<k<n-—1,o0na

1 . 1 i k 1
= e/ oot il 4
1 —wg 2isin B 2 2
Puisque
n—1 . n—1 In n—1
cot — = tlm—— ) = —cot| —
T - Yoo <7r n) ( )
k=1 =1 =1
on a )
n—
km
cot — =10
k=1
puis

On peut aussi lier le calcul au précédent en écrivant

1 n—1 W
= wp 2 .
1-— w; p;) ¢ + 1-— w;

On peut aussi retrouver cette relation en considérant que T est la somme des
racines d’un polyndme bien construit

n—1)

P (X — 1) — X7 = 1 X

Exercice 4 : [énoncé]
Soit z un complexe du cercle unité avec z # 1. Il existe 6 € ]0;2n[ tel que z = e'.
On a alors

1 1 : i
_ 6719/2 1

B 1.1 0
l—ziil—ei‘gi — + —icot —.

2sin6/2 2 2 2

Quand 0 parcourt ]0; 27| (ce qui revient a faire parcourir a z le cercle unité),
Pexpression cot(#/2) prend toutes les valeurs de R. L’image du cercle unité est la
droite d’équation z = 1/2.

Exercice 5 : [énoncé]
On observe que B = {i, —i} est solution. Montrons qu’il n’y en a pas d’autres. ..
Posons f: C — C et g: C — C définies par

f(z2)=1—z+2%et g(z) =1+ 2+ 2°

On remarque
|f(z) —i| = |z +il|z = (L+1)|, [ f(z) +i] = [z = ][z = 1 =)
‘g(z) —i| =z —illz+ 141 et |g(z)—|—i’ =|z+4illz+1—1i.
Soient a € B et (z)n>0 la suite d’éléments de B définie par zp = a et pour tout

neN
Zntl = {f(Zn)
9(zn)

si Re(z,) <0
si Re(z,) > 0.

Posons enfin
Un = |22 + 1| = |zn —il[2n + 1.

Si Re(z,) < 0 alors

Upt1 = |f(zn) 71||f(zn) +i| :un|zn — (1+i)||zn -1 fi)|.

Selon le signe de la partie imaginaire de z,, I’'un au moins des deux modules
|zn — (1+1)| et |2z, — (1 —1)| est supérieur & /2 alors que 'autre est supérieur a 1.
Ainsi

Up+41 Z \/ﬁun

Si Re(z,) > 0, on obtient le méme résultat.
On en déduit que si ug # 0 alors la suite (u,,) n’est pas bornée. Or la partie B est
bornée donc ug = 0 puis a = +i. Ainsi B C {i, —i}.
Sachant B # ) et sachant que I’appartenance de i entraine celle de —i et
inversement, on peut conclure

B = {i,—i}.

Exercice 6 : [énoncé]
On peut écrire zy = pe'? avec p > 0 et 0 € |—7 ;7]
On a alors

1+ ¢t
2

0 e 0 0 e " - 0
z21=p :pcosie2,22:pcosﬁcosie‘l,...,zn:pez HcosQ—k.
k=1

Si 6 =0 alors z, = p — p.
Sinon, pour tout n € N*, sin 2% #0et

.0~ 0 sin 0
Sin 27 H COS 27]6 = 2771
k=1
par exploitations successives de I’identité sin 2a = 2 sin a cos a.
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On en déduit

21 gin 2 0

- 6  sinf sin 6
H COS 2? = — .
k=1 2n

Finalement ]
sin @
Zn — s

Exercice 7 : [énoncé]
On a

1= J]O+22) =1 -0 +2)0+22)...(1+:2).
k=0

Or (1 -2)(1+2)=1- 22 donc
-] O+22) =1 -2 +22)...(1+:2).
k=0
En répétant la manipulation

n

-] +22)=a-2"""),

k=0

Or 22" = 0 donc

n k 1

. 2 o
k=0

Exercice 8 : [énoncé]
Posons

M = sup a,.

neN

On vérifie aisément que la suite (u,,) est bien définie et que pour tout n > 2

1
<u, <1.
M2 ==

Supposons la convergence de la suite (u,,). Sa limite est strictement positive. En
résolvant 1’équation définissant u, 41 en fonction de w,,, on obtient

1

un+1

an = — Up — 1.

On en déduit que la suite (a,) converge.
Inversement, supposons que la suite (a,) converge vers une limite ¢, £ > 0.
Considérons la suite (v,,) définie par

1
vo=1et v,41 = PR pour tout n € N.
n

On vérifie que la suite (v,) est bien définie et & termes strictement positifs.
L’équation

_ 1
ozt l+1
posséde une racine L > 0 et on a
|vn, — L|
nt1 — L] < ——F
[Un1 — L] < I

ce qui permet d’établir que la suite (v, ) converge vers L. Considérons ensuite la

suite (cv,) définie par
Qp, = Up, — V.

On a
an + (0 —ay)
Anpt1 =
(up, + an + 1) (v, + £+ 1)
et donc
|an 1] < k(|an| + lan — €|)
avec )
k= 0;1
m+1 € 0:1]

ot m > 0 est un minorant de la suite convergente (v,,).
Par récurrence, on obtient

n—1
o] < K"ao| + > K" Play, — ].

p=0

Soit € > 0.
Puisque la suite (a,) converge vers £, il existe pg tel que

Vp > po,lap, — €| <€

et alors
n—1 “+o00 k€
k" Pla, — £ < kP = .
DK ey~ <e Y K=
P=Dpo k=1
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Pour n assez grand

po—1

> k" Pla, — £ = Ck" < e et k"|ao| <&
p=0

et on en déduit
| < 26+ ke
ap| <26+ ——.
1-k

Ainsi a, — 0 et par conséquent
Uy, — L.

Exercice 9 : [énoncé]

(a) Cherchons f de la forme
f(z) =P

Apreés calculs, si o = Be~#? alors f est solution.
En étudiant les variations de la fonction 8 — Be=?, on peut affirmer que pour
tout a € [0;1/e], il existe 3 € R, tel que fe™® = a et donc il existe une
fonction f vérifiant la relation précédente.

(b) Pour a = 1/e, les fonctions = +— e* et x — xe® sont solutions.
Notons que pour « € ]0;1/e] il existe aussi deux solutions linéairement
indépendantes car 'équation Be~? = o admet deux solutions, une inférieure &
1 et Pautre supérieure a 1

Exercice 10 : [énoncé]

Soit Z € C. On recherche z € C tel que zexp(z) = Z.

Si Z = 0, on observe simplement que z = 0 est solution.

On suppose désormais Z # 0 et on écrit Z = Re'? avec R > 0 et § € R. On
recherche alors z € C solution de équation z exp(z) = Z de la forme z = re'®
avec r > 0 et a € R. Puisque

Zexp(z) = rel®er cos(@)Firsin(a) _ .7 COS(Oé)ei(a-l-r Sin(a))

I’identification du module et d’un argument conduit & I’étude du systéme

,r.ercos(oz) =R
{a + rsin(a) = 6 [27] (1)

dont on recherche une solution.

La deuxiéme équation du systéme permet d’exprimer r en fonction de « sous
réserve de pouvoir diviser par sin(c).

On recherche une solution (r,a) au systéme (??) avec o € 0; 7.
Soit o € ]0;7[. On pose
O+ 2kt -«
-~ sin(a)
avec k € Z suffisamment grand afin que r soit un réel strictement positif (par
exemple, k tel que 6 4+ 2kw > 7). Par ce choix de r, la deuxiéme équation du

systéme est assurément vérifiée tandis que la premiére ’est si, et seulement si,
f(a) = R avec f la fonction définie sur |0 ; «[ par

<9+2/<:7r—a

0+ 2kt -«
B sin(«)

sin(«)

fle) cos(a)).

Une étude compléte de la fonction f n’est pas utile : sa continuité et ses
limites en 0 et w suffisent a pouvoir affirmer que f prend la valeur R.

Par opérations sur les fonctions, on peut affirmer que f est continue sur |0 ;7].
Lorsque « tend vers 0 par valeurs supérieures,

0+ 2km —
u — 400 car sin(a) = 0" et 6+ 2km >0
sin(a)
et
9+2k7riacos( ) ) — + car cos(a) — 1
—_— o 00 o .
sin(a)

Parallélement, lorsque « tend vers m par valeurs inférieures,

0+ 2kt — «
sin(«)

0+ 2km — «

sin(a) os(a)) —0 car cos(a) —» —1.

— 400 et exp(

Ceci conduit & la résolution d’une forme indéterminée « (+o00) x 0 ». On raisonne
par comparaison. Pour « € [27/3; 7|, on a cos(a) < —1/2 et donc

<9+2k7r04 ) ( 1 9+2k7r04>
exp[ ——————cos(a) | <exp| -z ——i~——

sin(a) 2 sin(a)
puis
1 0+ 2km—
0< flo) <2X exp(—X) avec X =_- w — +o0.
2 sin(a)

Par encadrement, on peut affirmer que f tend vers 0 en 7 par valeurs inférieures.
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Ainsi, f est continue sur |0;7[ et a pour limites 0 et +0o en les extrémités de cet
intervalle. Par le théoréme des valeurs intermédiaires généralisé, on peut affirmer
que f prend la prend valeur R et qu'il existe donc « appartenant a ]0; 7| solution
de I’équation f(a) = R.

Finalement, on a prouvé existence d’un couple (7, @) solution du systéme (?7?) et
donc l'existence d’un complexe z tel que ze* = Z.

Exercice 11 : [énoncé]

(a) Posons M € RY tel que |f”(z)| < M pour tout z € R.
Soit € > 0. La suite (z,,) de terme général

€
Ty =N—
M

diverge vers +oo et donc

f(@ni1) = f(xn) = 0.

Par suite il existe N € N tel que pour tout n > N

S

|f(@ns1) = flan)| <

Par le théoréme des accroissements finis, il existe ¢, € |x, ; xn+1[ tel que

52

‘fl(cn)‘(xwrl —xp) < iV

ce qui donne
|f'(cn)| <e.

Puisque f” est bornée par M, la fonction f’ est M-lipschitzienne et donc

Vu € [z n]s | /() = flen)| < Mlu—c,| <e

puis
Yu € [y 3 2o, [f/ ()] < e+ |f(cn)| < 2e

et, puisque ceci vaut pour tout n € N, on a en posant A = x,
Yu > A, |f’(u)| < 2¢.

On peut conclure que f’ converge vers 0 en +oo.

(b) Posons

COS 2
1(t) = tfl)'

On vérifie aisément que f est de classe C? et converge en +o0o sans que f’
converge en 0.

Exercice 12 : [énoncé]
Pour € = 1, il existe a > 0 tel que

Va,y € 051y — 2| <a = |f(y) — f(2)| < 1.

Par suite, pour tout € [L — a;1[, on a |f(z) — f(1 — )| <1 puis

[f(@)] <1+ |f(1=a)l.

De plus, la fonction f est continue donc bornée sur le segment [0;1 — o par un
certain M.

On a alors f bornée sur [0; 1] par maX{M, 1+ |f(1 - a)|}.

Exercice 13 : [énoncé]
b b
fa f = fa |f‘

On peut écrire [ f = re avec r = ‘fab f‘ et 0 € R.

—if

Supposons

Considérons alors g: t — f(t)e
On a ffg = f;f € R donc f;g = f;Re(g).
Or |g| = |f] et Phypothése de départ donne f:|g| = f: Re(g) puis

b

J. |9l = Re(g) = 0.

Puisque la fonction réelle |g| — Re(g) est continue, positive et d’intégrale nulle,
c’est la fonction nulle.

Par suite Re(g) = |g| et donc la fonction g est réelle positive.

Finalement, la fonction f est de la forme t +— g(t)e'? avec g fonction réelle positive.
La réciproque est immédiate.

Exercice 14 : [énoncé]
Ecrivons

b b
/ Q2F () qp — / f'(t) Q27 F(1) gy
a o f'(t)
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Par intégration par parties

1) Q27 (1) gy — e/ / "( ) 2imf0) gy,
o f'(t) 2im f'(t) "o 16?2

Quitte & considérer — f, supposons f” >0

‘/ab f//ég)?ewt) dt‘ : /ab JJ:((?) = T

et donc

et on obtient

b
I'®) 2inr) L
| Faem s o

Exercice 15 : [énoncé]
On a

1 n
2
2”In:/ 2 Y
o \1+1t2

ot 'on remarque que la fonction ¢ — 2t/(1 + t2) croit de [0;1] sur [0;1].

Introduisons
1 n /2
2 2t
In = / — (2) dt = / (sinz)"™ dx.
0 1+t 1+t t=tanx/2 0
On sait
Jn —ﬁ
V2n

(via ndpJpt1 = w/2 et J, ~ Jpt1, cf. intégrales de Wallis)
Montrons 2"1,, ~ J, en étudiant la différence

1 2 n
1—t2/ 2t
Jp =21, = | —(—=) dt.
/0 1+t2<1+t2)

Y1—¢2/ 2t V" oo 1—¢2/ 2t Y
0< — (== ) dt< dt
o 1+t2\1+1¢2 o L+t21+¢2\1+1¢2

@) Q27 f (1) 1 L 1 1 1
ION dt‘ = 2vr<|f'<b>| TF@ T @ f’(b))'

Selon le signe (constant) de f/, le terme en f/(b) ou le terme en f’(a) se simplifie

et le changement de variable ¢t = tanx/2 donne

11 42 n /2
()g/ 1=t/ 2t dtg/ cosz(sinz)" do = ! .
o 1+2\1+¢2 0 n+1

On peut alors affirmer

1
puis
2nIn ~ ﬁ
V2n
et finalement
I VT
" onyon

Exercice 16 : [énoncé]
Introduisons

F: x»—>/$f(t)dt et G:xr—>/wtf(t)dt
0 0

Par intégration par parties

Glx) = 2F(z) — /0 " P dt = /0 “(F(e) - F1)) dt.

Cas F n’est pas de signe constant
11 existe alors a,b € ]0; 1] tel que

F(a) =minF < 0 et F(b) =max F > 0.
(0;1] [0;1]

Par intégration d’une fonction continue, non nulle et de signe constant sur un

intervalle non singulier, on a
G(a) <0et G(b) >0

et le théoréme des valeurs intermédiaires assure que G s’annule.
Cas F est de signe constant
Quitte & considérer — f, supposons F' positive.

Si F est nulle, il en est de méme de f et la propriété est immédiate, sinon, on peut

introduire b € ]0; 1] tel que

F(b) =max F > 0.
[0:1]
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On a alors

1
Gb)>0et G(1) = —/ F()dt <0
0

car F(1) est nul.
A nouveau, le théoréme des valeurs intermédiaires permet de conclure.

Exercice 17 : [énoncé]
La fonction t — (M — f(t))(f(¢t) — m) est positive donc

/0 (M — () (F(t) —m)dt > 0.

En développant et par linéarité, on obtient —mM — fol f2(t)dt > 0 sachant
1
Jo f(t)dt =0.

On en déduit I'inégalité demandée.

Exercice 18 : [énoncé]

(a) La fonction x +— P, (x) est strictement décroissante sur [0;1] car
Pi(a) = n(a"" ~ 1)

est strictement négatif sauf pour x = 1.

La fonction continue P, réalise donc une bijection strictement décroissante de

[0;1] vers [P,(1); P,(0)] = [2 —n;1].

On en déduit P'existence et 'unicité de la solution z,, a I’équation P, (x) = 0.

(b) Puisque z,, € [0;1], on a 27+ < 2 puis

P”H‘l(xn) = 'rn+1 - (Tl + 1)‘%‘11 +1 < Pn(xn) =0.

n

Ainsi P11 (zy) < Ppt1(zpy1) et done z,41 < x, car la fonction P, est

strictement décroissante.

La suite (x,,) est décroissante et minorée, elle converge donc vers un réel

e 0;1].
Si £ > 0 alors
P, (zn) =z, —nx, +1 = —00

ce qui est absurde. On conclut ¢ = 0.

(c) On a

ke
n anﬂ ! —0

1
nr, n

et donc z}! = o(nzy,).
Sachant z]! — nxz, + 1 = 0, on obtient nx,, ~ 1 puis

1
Ty~ —.
n
Ecrivons ensuite
1 e
Ty = — + — avec g, — 0.
n o n
Puisque z} =nz, —1,0n a
1+e,)"
en—an = LEE)" S
n’ﬂ

Nous allons montrer

(1+en)" — 1
n——+4oo

ce qui permettra de déterminer un équivalent de ¢,, puis de conclure.
Puisque €,, — 0, pour n assez grand, on a |1 +¢,| < 2 et alors

(1+en) < 2

En = nn >~ n7

On en déduit
27 \" 2"
1<(14e,)" < <1+n> :exp(nln(l—i—n)).
n n

27L 27’L
nln (1 + ) ~ T — 0
nm nn—

et par encadrement,
(14+¢e,)" — 1.

On peut conclure ,, ~ n% et finalement
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Exercice 19 : [énoncé]
On peut écrire n = 2¥(2p + 1) avec k,p € N et I'enjeu est d’établir p = 0.
Posons a = a2 et 8= »2". On a

an 4 bn — a2p+1 4 62p+1 — a2p+1 _ (_ﬁ2p+1)'

On peut alors factoriser par o — (—f) = a+ § et puisque a™ + b™ est un nombre
premier, on en déduit que o« + 3 =1 ou a+ B = a™ + b". Puisque «, 5 > 1, le cas
a+ B =1 est & exclure et puisque a < a™ et < b, lecasa+ [ =a"™ +b"
entraine

a=a"et f=0".

2p+1

Puisque a > 2, I'égalité a = a" = « entraine p = 0 et finalement n est une

puissance de 2.

Exercice 20 : [énoncé]
Puisque le polynéme P est non constant, on peut écrire

P(2) = 14 az29 + 2771 Q(2)

avec aq # 0 et Q € C[X].
Posons 6 un argument du complexe a, et considérons la suite (z,) de terme
général

1 .
2y = —el(m=0)/q
n

a 1
pren =115 4o 1)

donc |P(zn)| < 1 pour n assez grand.

Onaz, —0et

Exercice 21 : [énoncé]

(X cost +sint)” = (X2 +1)Q + R avec deg R < 2 ce qui permet d’écrire

R =aX + b avec a,b € R.

Cette relation doit étre aussi vraie dans C[X] et peut donc étre évaluée en i :
(icost +sint)” = R(i) = ai+ b or (icost + sint)” = el("™/2=7%) donc

a =sinn(w/2 —t) et b= cosn(mw/2 —t).

Exercice 22 : [énoncé]

Remarquons que puisque P est simplement scindé sur R, ’application du
théoréme de Rolle entre deux racines consécutives de P donne une annulation de
P’ et permet de justifier que P’ est simplement scindé sur R. Il est en de méme de
P”, P'”, o

Or, si le polynome P admet deux coefficients consécutifs nuls alors I'un de ses
polynomes dérivées admet 0 pour racine double. C’est impossible en vertu de la
remarque qui précéde.

Exercice 23 : [énoncé]

Le polynome nul est solution. Soit P une solution non nulle.

Si a est racine de P alors a? lest aussi puis a?,a®, .. ..

Or les racines de P sont en nombre fini donc les éléements a?” (n € N) sont
redondants. On en déduit que a = 0 ou a est une racine de I'unité.

De plus, si a est racine de P alors (a — 1) est aussi racine de P(X + 1) donc

(a —1)? est racine de P. On en déduit que a — 1 = 0 ou a — 1 est racine de 1'unité.
Sia#0,1 alors |a| = |[a — 1| = 1 d’ott 'on tire a = —j ou —j52.

Au final, les racines possibles de P sont 0,1, —j et —j2.

Le polynéme P s’écrit donc

P(X) = AX*(X - 1D)P(X +j)(X +j2)°

avec A # 0, a, 5,7,0 € N.
En injectant cette expression dans I’équation

P(X?%) =P(X)P(X +1)
on obtient
MN=\Na=pety=0=0.

On conclut
P(X)=(X(X -1)%

Exercice 24 : [énoncé]

Rappelons qu'un polynéme est scindé sur un corps si, et seulement si, la somme
des multiplicités des racines de ce polynéme sur ce corps égale son degré.
Notons ag < a1 < ... < a,, les racines réelles de P et ag, aq, ..., a,, leurs
multiplicités respectives. Le polynéme P étant scindé, on peut écrire

deg(P) = Z Q.
k=0
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On convient de dire qu’une racine de multiplicité 0 n’est en fait pas racine d’un
polynome. Avec ses termes, si ay est racine de multiplicité oy > 1 de P alors ay
est racine de multiplicité a — 1 du polynéome P’ et donc racine de multiplicité au
moins (et méme exactement) oy, — 1 du polynome P’ + aP. Ainsi les ay, fournissent

(1) = deg(P) — (m + 1)

k=0

racines comptées avec multiplicité au polynéme P’ + aP.

Considérons ensuite la fonction réelle f: x — P(x)e*”.

Cette fonction est indéfiniment dérivable et prend la valeur 0 en chaque ay.

En appliquant le théoréme de Rolle & celle-ci sur chaque intervalle [ax—_; ; ag], on
produit des réels by, € Jay_1 ;ay[ vérifiant f/(b;) = 0. Or

flz) =

et donc by est racine du polynéme P’ + aP.
Ajoutons a cela que les by sont deux & deux distincts et différents des précédents
aj car, par construction

(P'(z) + aP(x))e**

ag < by <ay <by<...<bpy <am.

On vient donc de déterminer m nouvelles racines au polyndéme P’ + aP et ce

dernier posséde donc au moins
deg(P) — 1

racines comptées avec multiplicité.

Cas: a = 0. Ce qui précede suffit pour conclure car deg(P’) = deg(P) — 1.

Cas: a # 0. Il manque encore une racine car deg(P’ + aP) = deg(P). Par les
racines précédentes, il est possible de factoriser P’ + aP par un polynéme scindé
Q de degré deg(P) — 1 et le facteur correspondant étant de degré 1, ceci donne
une écriture scindé du polynome P’ + aP.

Exercice 25 : [énoncé]

Dans un premier temps cherchons P vérifiant P(0) =1, P(1) = 2,P’(0) = 3,
P'(1) =4,P”(0) =5 et P”(1) = 6 puis on considérera P(X — 1) au terme des
calculs.

Un polynoéme vérifiant P(0) = 1 et P(1) = 2 est de la forme

P(X)=X+1+X(X - 1)Q(X).

Pour que le polynéme P vérifie P'(0) = 3,P'(1) =4,P"(0) =5et P"(1) =6

on veut que @ vérifie Q(0) = -2, Q(1) =3, Q'(0) = —9/2 et Q'(1) =0
Le polynome Q(X) =5X — 2+ X (X — 1)R(X) vérifie les deux premiéres
conditions et vérifie les deux suivantes si R(0) =19/2 et R(1) = —5.

Le polynéme R = —% X + 2 convient.
Finalement
29 19
P(X)=X+1+X(X - 1)<5X—2+X(X—1)(_2X+ 2))

est solution du probléme transformé et

2
P(X)= _39)(5 +111X* — %X?’ +464X° — 314X + 82

est solution du probléme initial.

Les autres solutions s’en déduisent en observant que la différence de deux
solutions posséde 1 et 2 comme racine triple.

Finalement, la solution générale est

2
—?9)(5 +111X* — ?XS +464X7 — 314X + 82+ (X — 1)*(X — 2)*’Q(X)

avec @ € C[X].
Exercice 26 : [énoncé]

Soit (x,y, z) un triplet de complexes et
P(X)=(X —2)(X —y)(X —2) = X3 - pX?% +¢X —r avec

p=a+y+z
q=xy+yz+zx
= XIyYz.

On a
(x+y+2)2=2®4+9°+ 22 + 2y +yz + 22).

Posonst:x3+y3+z3 et s:wy2+yx2+y22+zy2+zm2+xz2
On a
(x+y+2) (22 +y*+2%)=t+set pg=s+3r

donc t = 3r — pq.
Puisque z,y, z sont racines de X P(X) = X* — pX3 +¢X? —rX,on a

ot oyt 2t =pt— g x (P P+ 22 Forp.
Puisque z,y, z sont racine de X2P(X) = X% — pX* +¢X3 —rX% on a

2+t 4+ 2% =plat oyt + ) —q(a® P+ 23 (@ oyt 4 2.
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On en déduit que (z,y, z) est solution du systéme posé si, et seulement si,

P’ =2
pt+rp=0
—qt =0

c’est-a-dire, sachant ¢t = 3r — pq,

P’ =2
p(4r —pg) =0
q(3r —pq) = 0.

Ce systéme équivaut encore a
p*=2g
2pr = ¢?
3qr = pqg®
et aussi a
P’ =2
2pr = ¢?
qr = 0.

Que r soit nul ou non, le systéme entraine ¢ = 0 et est donc équivalent au systéme

p=0
q=0.

(b) On a
AX) = Y T[(X —ay
i=1 j#i
donc
A'(a;) = | | (a; — a;)

La quantité

G|
; A(aq)

apparait alors comme le coefficient de X"~ ! dans le polynéme P.
On conclut que pour n > 2

1
; A’(ai) - 0

Exercice 28 : [énoncé]
Non car ces trois fonctions sont combinaisons linéaires des deux suivantes

T +— sinx et x — cosx.

Ainsi, un triplet (x,y, z) est solution du systéme proposé si, et seulement si, x, y Exercice 29 : [énoncé]

et z sont les trois racines du polynéme P,(X) = X3 —r (pour r € C quelconque). Posons T': P(X) +— P(X +1) et A =T —Id endomorphismes de R[X].
En introduisant a € C tel que a® = r, les racines de P,(X) sont a,aj et aj. A(P) = P(X +1) - P(X).

Finalement les solutions du systéme, sont les triplets (z,y, z) avec On vérifie que si deg P < p alors deg A(P) <p— 1.

) Soit P € R,[X].
r=ua,y=ajet z=aj Par ce qui précéde, on a APTL(P) = 0.
Or
pour a € C quelconque. Pt
APTL — p _1)pHi=kTk
> (" e
Exercice 27 : [énonc] car T et Id commutent.
(a) Posons On en déduit )
- X —aj as +1
P(X) = L P —1)* =
0= X115 z( ) Ekpe e =0

et en particulier pour tout n € N,
V1 <k <mn,Pay) =1. 1

+1
Le polynéme P — 1 posséde donc n racines et étant de degré strictement Z (p i )(—1)’“P(n +k)=0.
inférieur & n, c’est le polynéme nul. On conclut P = 1. k=0

OnadegP <n-—1et
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Exercice 30 : [énoncé]

(a) Supposons que H est un supplémentaire commun & Fy et Fs.
Considérons la projection p sur F; parallélement & H. Par le théoréme du
rang, p induit par restriction un isomorphisme de tout supplémentaire de
noyau vers I'image de p. On en déduit que F} et F5 sont isomorphes.

(b) En dimension finie, la réciproque est vraie car I’isomorphisme entraine
I’égalité des dimensions des espaces et on peut alors montrer ’existence d’un
supplémentaire commun (voir l’exercice d’identifiant 181)

C’est en dimension infinie que nous allons construire un contre-exemple.
Posons E = K[X] et prenons F; = E, F, = X.E. Les espaces F; et F5 sont
isomorphes via lapplication P(X) + X P(X). Ils ne possédent pas de
supplémentaires communs car seul {0} est supplémentaire de Fj et cet espace
n’est pas supplémentaire de F5.

Exercice 31 : [énoncé]
Les matrices triangulaires supérieures strictes sont nilpotentes.

Commengons par étudier le cas n = 3.
Soit A une matrice de M3(R). Introduisons ses coefficients :

a d e
A=1g b f
h i ¢

Soit T' une matrice triangulaire supérieure stricte de taille 3 :
0 =z y
T=10 0 =z
0 0 0

La différence S = A — T est

a d—x e—y
S=1g b f—=z
h i ¢

Pour ces valeurs, on obtient 'écriture A = S 4+ T avec S symétrique et T
nilpotente puisque triangulaire supérieure stricte.

Cette résolution se généralise en taille n : pour A = (a; ;) € M, (R), on peut
écrire A =S + T avec S = (s; ;) matrice symétrique et T' = (¢; ;) matrice
triangulaire supérieure stricte données par

a; j
Sig =19
Qji

Exercice 32 : [énoncé]
Supposons que de telles matrices existent et posons M = AB — BA. D’une part

sit>j sit>jg

sinon sinon.

tr(M) = tr(AB) — tr(BA) =0

et d’autre part M? =1, et M est donc la matrice d’une symétrie, semblable &

<Ig IO) avec p=dimKer(M —1,) et ¢ = dim Ker(M + I;).
q
On a donc
p—q=0
et lentier n = p + ¢ est nécessairement pair.
Inversement, si n est pair, on écrit n = 2p et les matrices A et B suivantes sont

solutions
(0 I, ({0 0
A_(O 0) “ B_(Ip 0>.

En résumé, de telles matrices A et B existent si, et seulement si, n est un entier
pair.

Exercice 33 : [énoncé]
Pour n > 1, en exploitant M"*! = M x M™, on a

Gp+1 = Gay, + by,
bnt1 = aby, + bd,
Cnt1 = Cap + dcy,
dpt1 = cby, +dd,,.

Par suite
U1+ dng1 — (bng1 + cng1) = (@ — c)(an — by) + (b — d)(cn — dn).
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Sachant a > c et b > d, il suffit d’établir a,, > b, et ¢, > d,, pour conclure.
Dans le cas n = 1, la propriété est vérifiée.
Dans le cas n > 2, exploitons la relation M™ = M™ ! x M

Qp = Qp_10+bp_1C
bn = an—lb + bn—ld
Cp = Cp—1a + dp_1C
dn = Cn_lb + dn_ld.

On a alors

ap — by =ap—1(a—>b) +b,_1(c—d) et ¢;, —d,, = cp—1(a —b) + dp,—1(c — d).
Puisqu’il est évident que an—1,bp-1,Cn—1,dn—1 > 0 (cela se montre par
récurrence), on obtient sachant a — b > 0 et ¢ — d > 0 les inégalités permettant de

conclure.
Notons que ’hypothése b + ¢ < a + d ne nous a pas été utile.

Exercice 34 : [énoncé]

(a) Si M}, majore les coefficients de A¥ alors nMj, majore les coefficients de Ak*1.

On en déduit que les coefficients de A* sont majorés par

k-1,

On peut sans doute proposer plus fin.

(b) Posons T la matrice de M, (R) dont tous les coefficients sont nuls sauf ceux
de coefficients (4,7 + 1) qui valent 1. On remarque

A=I,+T+---+T" L

On en déduit
(I-T)A=1I1,-T"

et puisque 7" = O,,, on obtient
Al =T-T.
(¢) Le calcul des puissances de A~! est immédiat

(A7) = é(—l)j (5)r

J

et donc le coefficient d’indice (7,7) de (A71)¥ est

k_(_l)j—i( k ) (_l)j_ik(k—1)...(k—j+i+1)-

a, ; . ] = . ~7 .
J j—i G-9@G—-i-1)...1
Cette formule laisse présumer que le coefficient d’indice (i,7) de A* est

(=E)(=k—1)...(“k—j+i+1) <k+j—i—1)
G—i)(G—i—1)...1 B j—i

ce que 'on démontre en raisonnant par récurrence.

aj; = (=177

Exercice 35 : [énoncé]
Les matrices A; sont des matrices de projection et donc

trA; =rgA;.

On en déduit
k
rg A; = ZtrAi =trl, =n.

=1 =1

M=

Or
k k
R™ = ImZAi c ZImAi C R".
=1 =1

Ainsi
k
> ImA; =R"
=1

et la relation sur les rangs donne
k
> " dim(Im 4;) = dimR"™.

=1

Les espaces Im A; sont donc en somme directe

k
=1

Pour tout x € R”, on peut écrire

r=Aix+ -+ Apx.
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En particulier, pour le vecteur A;x, on obtient en vertu de la formule du triangle de Pascal
Aje = A Ajz+ -+ Ajo + -+ ApAjz. ck=ckli ok .
La somme directe précédente donne alors par unicité d’écriture

En développant selon la premiére colonne
Vlgl;ﬁjgk‘,AlAJl‘:O

0 ... n—1
et peut alors conclure. 1 Cn
Dn+1 =
0 n—1
Exercice 36 : [énoncé] Co o Oy [n]

On commence par se ramener au cas ot A = 1,,. . . .
p " Via Cp, = Cp — Cp_1, ..., Cy <= Cy — Cy et en exploitant C) = CJ, |, on obtient

Puisque la matrice A est inversible, on obtient en multipliant & gauche par son
inverse co ... ¢l
A+Y'X € GL,(R) <= I, + A7'Y'X € GL,(R).

En considérant la colonne Y’ = A=Y au lieu de Y, on peut considérer que le o)
probléme est résolu dés lors que le cas A =1, est élucidé. Supposons désormais

A =1, et étudions l'inversibilité de M =1,, + Y*X. Finalement

Le déterminant de M est lié au polynéme caractéristique de YX. D, =1.

La matrice Y*X est de rang inférieur a 1, son noyau est donc de dimension n — 1.

Or le noyau d’une matrice correspond a ’espace propre associé a la valeur propre

0. On peut donc affirmer que 0 est racine de multiplicité au moins n — 1 du Exercice 38 : [énoncé]

polynoéme caractéristique de Y*X. Cependant, on sait aussi que ce polynome est

unitaire, de degré n et que le coefficient du terme d’exposant n — 1 est lié 4 la (a) Par absurde, supposons que P, posséde une racine multiple z. Celle-ci vérifie
trace de la matrice. On peut donc écrire

P,(z) = P(2) = 0.
yex = X" —tr(YIX) XL

En particulier, On en tire

2"~z +1=0(1) et nz""' =1(2)
det(I, +'XY) = (=1)"det((—1).I, — Y'X)

= (—=1)"xyrx(=1) =1+ tr(Y'X). (1) et (2) donnent

(n—1)z=n (3)

On peut alors conclure. . )

(2) impose |z| <1 alors que (3) impose |z| > 1. C’est absurde.
Exercice 37 : [énoncd] (b) Posons x(X) le polynome caractéristique de la matrice étudiée. On vérifie
En retirant a chaque ligne la précédente (et en commencant par la derniére) on 1 1 1
obtient ta (1)
Gy Ci - Cp R
0 -1

o o ¢y . cn x(zi) = 1
n - . . .

0o cy - an_—ll [n+1] (1) 1 14z, — 2z

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections 18

En retranchant la i-éme colonne & toutes les autres et en développant par
rapport & la iéme ligne, on obtient

x@) = I1 (=20 = (D",

Cependant les polynomes x et P’ ne sont pas de méme degré. .. En revanche,
les polynomes x et (—1)"(P — P’) ont méme degré n, méme coefficient
dominant (—1)™ et prennent les mémes valeurs en les n points distincts
21y, 2n. On en déduit qu’ils sont égaux. En particulier le déterminant
cherché est

x(0) = (=1)"(P(0) — P'(0)) = 2(=1)".

Exercice 39 : [énoncé]
La matrice H est équivalente & la matrice J; dont tous les coefficients sont nuls
sauf celui en position (1,1). Notons P,Q € GL,(R) telles que

H=QJMhP
et introduisons B € M,,(R) déterminée par
A=QBP.

La relation
det(A + H)det(A — H) < det A?

équivaut alors a la relation
det(B + Jy)det(B — J;) < det B

Notons C,...,C, les colonnes de B et B = (F,...
lespace M,, 1(K). On a

,E,) la base canonique de

det(B+Jy) = detg(C1+E1,Cs, . ..
Par multilinéarité du déterminant
det(B+J1) = det B+detg(Ey, Co, . ..
d’ott 'on tire

det(B + Jy) det(B — J;) = det B? — dets(Ey,Cy, ..., Cy)? < det B2

,Cn) et det(B—J1) = detB(Cl—El, CQ, “eey Cn)

,Cp) et det(B—J;) = det B—detg(Ey,Cy,...,Ch)

Exercice 40 : [énoncé]
Non, en effet considérons

1
=D Tk
k=2

* _ np 1
Pour tout p € N*, on a upp —un =Y 12, 1 7ink

On en déduit
np—(n+1)+1 p—1

= —0
nlnn Inn

Ogunp_ung

alors que

n k+1 dt n+1 dt n+1
e [T gt
“ _kZQ/k tint /2 tint {n(n)2 e

Exercice 41 : [énoncé]

On peut écrire
n n n—1 n n
k k
2(5) ~E(-5) -
k=1 k=0
avec ug(n) —— ek,
n—-+oo

On peut alors présumer

n n +oo
E —_ e_k — 1 — L
Z n/) no+oo 1-1/e e—1"
k=1 k=0

Il ne reste plus qu’a 1’établir. . .
Puisque In(1 + z) < z pour tout x > —1, on a

k n
(1 - ) =exp(nln(l — k/n)) <e "
n
et donc on a déja

>() ==

k=1

n

De plus, pour NV € N, on a pour tout n > N

n k n N-1 k n N—1 L

S(EY > (1-8) —— e
n n n—-+00

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections

19

Pour € > 0, il existe NV € N tel que
N-1

e k>
k=0

—€
e—1

et pour ce N fixé, il existe N’ € N tel que pour n > N’,

(T E - Ee

k=1 n=0 k=0

On a alors pour tout n > N’

(.

k=1

" (k)n e
n e—1
k=1

On peut donc conclure

Exercice 42 : [énoncé]
Posons v, = Y _, up — nuy. On a

Unt1 — Up = N(Up — Upy1) > 0.

La suite (v,,) est croissante et majorée donc convergente. Posons /¢ sa limite.
On a

Up — Up+1 = E(Un-‘rl - Un)

donc
—+o0 +oo 1 1 —+o0
Z(Uk — Upt1) = Z %(’Um-l —vg) < - Z(Uk+1 — Ug)
k=n k=n k=n
ce qui donne
1

Up < —(0—vp).

3

On en déduit 0 < nu, < ¢ — v, et donc nu, — 0 puis >, _, ug — L.
Finalement Y w, converge.

Exercice 43 : [énoncé]
Si > u, converge alors en notant S sa somme (strictement positive), v, ~ u,/S
et donc ) v, converge.

Supposons désormais que > u, diverge et montrons qu’il en est de méme de 3 v,,.

Par la décroissante de ¢ — 1/¢, on a

/Sn @SSTL— n,1: Unp, ‘
S. t Sn—l Sn—l

n—1
S.
n dt
[
s t Sk—1

En sommant ces inégalités

k=2
Or
Sndt
— =InS, —InS; —» +©
s, 0
car S,, — 400 donc par comparaison} | z*= - diverge.
Puisque
Un  _ _Un 1
Snfl Sn_un nl_vn.

Si v, /A0 alors > v, diverge.

Si v, — 0 alors v, ~ g**— et & nouveau v, diverge.

n—1

Finalement ) u, et > v, ont la méme nature.

Exercice 44 : [énoncé]
un = Rp—1 — Ry, et la décroissance de t — 1/¢,

/Rnl(it<R7L—1_Rn_%
R, t - R, R,

On a

Rp—1
/ ﬁ =InR,.1—InR,
R, t

s " Rn_ . .
donc la série & termes positifs . || R ! % diverge car In R,, — —o0 puisque
R, — 0.

Par comparaison de séries & termes positifs, > u, /R, diverge.

Up, 1
R, 11— un/Rn—l ’

Un Un

R, B R,_1—uy, B
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Si un/Rp—1 /0 alors > u,/R,_1 diverge.

Si up/Rp—1 — 0 alors R“’”il ~ #= et donc ) u,/R,_; diverge encore.

Dans tous les cas, > u,/R,_1 diverge.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



