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Enoncés 1

Equations différentielles linéaires
vectorielles

Exponentielles

Exercice 1 [ 03135 ] [Correction]

Soit w un endomorphisme nilpotent d’un K-espace vectoriel F de dimension finie.

Etablir
Ker(e“ — IdE) = Keru et Im(e" — IdE) = Imu.

Exercice 2 [o1185 ] [Correction]
Soit A € M, (K). Etablir que

lim (I—|— A) = exp(A).
n

n——+00

Exercice 3 [ 02416 ] [Correction]
Soient A et B dans M, (R). Montrer que

lim (exp<A> exp(B)> = exp(A + B).
n—+00 n n

Exercice 4 [ 03094 ] [Correction]
On note

T:{(S i) la,b,c € R}

et T le sous-ensemble de T' formé des matrices de coefficients diagonaux
strictement positifs.

(a) Soit M € T. Déterminer les puissances de M. Calculer exp(M).
(b) L’application exp: T'— T'T est-elle injective ? surjective ?

Exercice 5 [ 03451 ] [Correction]
Sur E = R,[X], on note D I’endomorphisme de dérivation et T' ’endomorphisme
de translation définis par

D(P) = P'(X) et T(P(X)) = P(X +1).

Etablir
exp(D) =T.

Exercice 6 [ 00340 ] [Correction]
Soit T une matrice réelle carrée d’ordre n antisymétrique.
Etablir que la matrice exp(T) est orthogonale.

Exercice 7 [o02742] [Correction]
Soit A une matrice antisymétrique de M, (R).
Que peut-on dire de exp A?

Exercice 8 [04179] [Correction]
On se donne ¢: R — GL, (R) continue et telle que :

V(s,t) € R, (s +t) = o(s)p(t).
(a) On suppose dans cette question ¢ de classe C'. Montrer que
vt €R, ¢'(t) = ' (0)e(t).
En déduire qu’il existe A € M,,(R) telle que () = exp(tA) pour tout ¢ réel.

(b) Soit € C'(R, R, ) intégrable et d’intégrale égale & 1. On suppose qu’il existe
a > 0 tel que f(x) = 0 pour tout |z| > a. On pose, pour z réel,

+oo
(z) = / bz — t)p(t)dt.

— 00

Montrer que v est de classe C* puis qu’il existe B € M,,(R) telle que
Y(x) = p(x)B pour tout réel .

(c) Déterminer ¢.

Calculs d’exponentielles de matrices

Exercice 9 [o02710] [Correction]
On pose

_A:

o = O
—_ O =
O = O

Sans diagonaliser la matrice A, déterminer son polynome caractéristique, son
polynéme minimal et calculer A* pour k € N.
Evaluer exp(A).
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Exercice 10 [o2711] [Correction]

Soit
0 0 O
A=[(0 0 1
0 -1 0

dans M3(R). Déterminer le polynome caractéristique et le polynoéme minimal de
A. Calculer exp A et exp(A) exp(*A).

Exercice 11 [o2701 ] [Correction]
Soient a € R* et

0 a a?
A=11/a 0 a
1/a®> 1/a 0

(a) Calculer le polynome minimal de A.
(b) La matrice A est-elle diagonalisable ? Si oui, la diagonaliser.

(c) Calculer e4.

Exercice 12 [o2712] [Correction]

Soit
I
A=1] j2 1
21 g

Etudier la diagonalisabilité de A, déterminer les polynémes minimal et

caractéristique de A, calculer exp A. Proposer une généralisation en dimension n.

Exercice 13 [o03215] [Correction]
Soit A € M3(R) telle que
SpA={-21,3}.

(a) Exprimer A" en fonction de A2, A et I3.

(b) Calculer
too A2n

ch(4) ="

Exercice 14 [ 02709 | [Correction]
Soit A € M,,(K) avec K = R ou C telle que A* = I,,. Déterminer exp(A).

Equation vectorielle d’ordre 1

Exercice 15 [o03s84 ] [Correction]
Soient a,b € L(E) vérifiant aob=boa.
En considérant pour z € E, 'application ¢ — (exp(ta) o exp(tb))xq, établir

exp(a + b) = exp(a) o exp(b).

Exercice 16 [o01320] [Correction]
Soit A € My, (R) une matrice vérifiant

A? + 1y, = Ogy,.
Exprimer la solution générale de I’équation matricielle

X'(t) = AX(t).

Exercice 17 [o3670 | [Correction]
Soit A € M,,(C) une matrice dont aucune valeur propre n’est élément de 2inZ.

(a) Montrer que e — I, est inversible.
Soit B: R — M,, 1(C) une fonction continue et 1-périodique.
(b) Montrer que I’équation

(E): X' = AX + B(t)

d’inconnue X : R — M,, 1(C) posséde une unique solution 1-périodique.

Exercice 18 [o03921 ] [Correction]

(a) Soit N € M, (C) nilpotente d’indice p. Montrer que (I,,, N, N? ..., NP~1) est
une famille libre.

Exprimer
ot AL +N)

(b) Soit A € M,,(C) ayant pour unique valeur propre A € C. Montrer que
N = A — )\, est nilpotente.
Montrer que les solutions du systéme différentiel X’ = AX sont toutes
bornées sur R si, et seulement si, A est imaginaire pur et A = Al,.
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(c) Soit A € M, (C) de polynéme caractéristique
(X =A™ (X = A"

les \; étant deux & deux distincts. Soit f I’endomorphisme de C™
canoniquement associé a A. Montrer que

Ccr = k% Ker(f — ApIden )™
=1

En déduire I’existence d’une base de C™ dans laquelle la matrice de f est
diagonale par blocs.

(d) Avec les notations de ¢). Montrer que les solutions de X’ = AX sont bornées
si, et seulement si, les A\; sont imaginaires purs et que A est diagonalisable.

(e) Montrer qu’'une matrice antisymétrique réelle est diagonalisable.

Systéme différentiel d’ordre 1

Exercice 19 [oo03s5 ] [Correction]
Résoudre le systéme différentiel réel suivant

/

{w’ = cos(t)x + sin(t)y
y' = —sin(t)z 4 cos(t)y.

Exercice 20 [o03s6 ] [Correction]
Résoudre le systéme différentiel suivant

{x’l =2—-t)z + (t— 1y
xh =2(1—t)z1 + (2t — 1)zo.

Exercice 21 [oo03s7] [Correction]
Résoudre le systéme différentiel suivant :

] = (t+3)z1 + 224
xh = —4x1 + (t — 3)x2.

Exercice 22 [oo03ss ] [Correction]
Résoudre le systéme différentiel

) = (1 +t)xy + tzg — €
xh = —tzy + (1 — t)zo + €.

Systéme différentiel d’ordre 1 & coefficients constants

Exercice 23 [o03s89 | [Correction]
Résoudre le systéme différentiel suivant

' =4x — 2y
Yy =z+y.

Exercice 24 | 03490 | [Correction]
Résoudre le systéme différentiel suivant

) = —x1 + 329 + €
xh = —2x1 + 4xs.

Exercice 25 [00390 ] [Correction]
Résoudre le systéme différentiel suivant

' =x+8y+ ¢
Yy =2x+y+e 3

Exercice 26 [ 00391 ] [Correction]
Résoudre le systéme différentiel suivant

+z

=y
Yy =
Z =z

+y+=z.

Exercice 27 [00392] [Correction]
Résoudre le systéme différentiel suivant

' =2r—y+2z2

y =10z — 5y + 72
2 =dx — 2y + 2z.

Exercice 28 [o2902] [Correction]

Résoudre le systéme différentiel linéaire
¥=x—z
Y=z+ty+z
Z=—z—y+2z
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Exercice 29 [o4101 ] [Correction]
On étudie le systéme différentiel

=z—y
(S): Ry =x—=2
2=y -

(a) Ce systéme posséde-t-il des solutions?

(b) Sans résoudre le systéme, montrer que pour tout réel ¢, le point M(t) de
coordonnées (x(t),y(t), z(t)) se situe a 'intersection d’un plan et d’une
sphére.

(c) Calculer A3 et exprimer sous forme matricielle la solution générale du
systéme (5).

Exercice 30 |[o4102 | [Correction]

Soient A une matrice non inversible de M,,(R) et ¢ — X (¢) une solution du
systéme différentiel X’ = AX. Montrer que les valeurs prises par la fonction
t — X (t) sont incluses dans un hyperplan affine.

Equations scalaires d’ordre n

Exercice 31 [o04149 ] [Correction]
On étudie I’équation différentielle définie sur R

(E): y(”) + an_l(x)y("fl) +tar(2)y +ao(x)y=0

avec ag, dq,...,a,_1 des fonctions continues de R dans R.
Soit xp un réel. Montrer qu’il existe o > 0 tel que les solutions non nulles de
Péquation (E) s’annulent au plus n — 1 fois dans lintervalle [zo — «; 29 + .
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]
Posons n € N tel que u™ = 0. On peut écrire

Si z € Kerw alors

k=0
et donc
S Ker(e“ — IdE).

Inversement, supposons x € Ker(e* —Idg). On a

Y
k=1

() =0.

Si u(x) # 0 alors en posant £ > 1 le plus grand entier tel que u‘(z) # 0 et en
composant la relation précédente avec u’~! on obtient

ul(x) =0

ce qui est absurde.
On en déduit u(xz) =0 et donc = € Ker u.
Ainsi
Ker(e" — IdE) = Ker u.

n—1 n—1
1 1
e —Idg = yuk =uo < k'Uk1>

k=1 k=1

Puisque

on a de facon immeédiate
Im(e“ — IdE) C Imu.

En vertu de I’égalité des noyaux et de la formule du rang, on peut affirmer
dim Im(e“ - IdE) =dimImu

et donc conclure
Im(e" — IdE) = Imu.

Exercice 2 : [énoncé]
On a

AV < n! AF
+2) =" 4
( +n> Z(n—k)!nk k!
k=0
Posons fj: N — M, (K) définie par
n! k

AP .
fk(n) = mﬁ sik <net fk(n) = 0 sinon.

On remarque que
A n +oo
I+—) = .
(1+2) =S st
k=0
k k
Orvn eN, || fr(n)| < % donc || filleo < H’zll qui est terme général d’une série
convergente. Il en découle que > fi converge normalement sur N.

Or lim, 4o fx(n) = Ak—f donc par le théoréme de la double limite :

. A n +oo Ak
i (1057) = 5 = e,

Exercice 3 : [énoncé]

On a
+oo
1 Ak 1
exp<> k'nIp+A+0<n)
k=0
donc
exp<) exp(B> =1+ l(A + B) +O<)
n n
Ainsi

(22 - 1+ b2}

Puisque I et %(A +B)+ o(i) commutent, on peut développer par la formule du

bindme de Newton et obtenir :

<1+ %(A+B) +o<i))n - zn: (Z)nlk(A—&—B—i—o(l))’“.

k=0
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Posons fi: N* — M, (K) définie par

fr(n) = <Z) %(A + B4 o0(1)* si k <net fr(n) =0 sinon.

On remarque que
1 1 n +oo
(I+ —(A+B) +o(n>) = ];)fk(n).

Montrons la convergence normale de la série des f.
Puisque A+ B +0(1) - A+ B, la norme de A + B + o(1) est bornée par un
certain M.
On observe alors | fi|lsc < #M* en choisissant une norme multiplicative sur
M, (K).
La série Y fi converge normale sur N* cela permet de permuter limite et somme
infinie.
k
Or, pour k fixé, fr(n) — % quand n — 400, donc

1 Y =1 .

Exercice 4 : [énoncé]

(a) Casa=c:

a b n_ (a”
= (i o=

Cas a #c:

nba" 1 e®  be”
u )et exp(M)-(O a).

a™ —c"

0 "

a—c

M" = (a a") avec oy, = b(a”‘lc0 +a" e+ aoc"_l) =b
et

0 a—c

exp(M) = (e :;) avec r = M.

(b) Avec des notations immeédiates, si exp(M) = exp(M’) alors par identification
des coefficients diagonaux, on obtient a = a’ et ¢ = ¢/,
Dans le cas a = ¢, I'identification du coefficient d’indice (1,2) donne

’

be® = b’e®

dou b=V
Dans le cas a # ¢, la méme identification donne
be® —e) V(e —e)
a—c o —d

et & nouveau b =0'.
Ainsi I’application exp: T — T'T est injective.

Considérons maintenant
N = (O‘ ﬁ) eTt.
0 ~

Si o =~y alors pour a = In« et b = 3/, on obtient M € T vérifiant
exp(M) = N.

Si o # v alors pour a =Ina, c=Iny et b= F(a—c¢)/(e — ), on obtient
M € T vérifiant exp(M) = N.

Ainsi I’application exp: T — T'T est surjective.

Exercice 5 : [énoncé]
Par la formule de Taylor adaptée aux polyndmes

n pk)
Pla+t)=Y k'(a) k.
k=0 ’

En déduit que 1’égalité polynomiale

" pRI(X
P(X +1) = Zik'( )y
k=0 ’

car les deux polyndmes sont égaux pour une infinité de valeurs a.
On en déduit

n

n (k)
exp(D)(P) =Y %D’“(P) => PTfX) = P(X +1).
k=0 k=0 ’

Exercice 6 : [énoncé]
Par continuité de 'application linéaire de transposition, on justifie

texp(T) = exp(‘T).

Par suite
texp(T) exp(T) = exp(—T) exp(T).
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Or T et —T commutent donc (b) Posons f(x,t) = 6(z — t)p(t) définie sur R x R. Pour tout = € R, la fonction
t — f(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur R car nulle en dehors
exp(=T) exp(T') = exp(=T' +T) = I, [ — a;z + a. Ceci assure la définition de la fonction .
ot on conclut. La fonction f admet une dérivée partielle
of

(1) = 0/~ 1)l0).
x
Exercice 7 : [énoncé]

On a Celle-ci est continue en = et continue par morceaux en t.
) N . N L Soit a > 0. Pour tout = € [—a;al,
SR B SETOIR N
k=0 k=0

. . . » a(“)’ < sup [0/(8)lo(t) 11— (ata)atal(t) -
En passant & la limite et par continuité de ’application de transposition, on a z s€[—asa]

intégrable

f(exp A) = exp(*A).
Par domination sur tout segment, on peut affirmer que v est de classe C*.

Puisque les matrices A et —A commutent, on a .
Pour tous z et y réels

“(exp A) exp A = exp(—A) exp(A) = exp(—A + A) = exp(0,,) = L,,. +o0 Joo
vie) = [ ow-vpnar = [ opte -5

Ainsi la matrice exp A est orthogonale. 00 s=r=t ) _oo
+oo
= [ 0)@)e(-5) ds = pla)(0)

Exercice 8 : [énoncé]
On obtient donc 9 (z) = ¢(x)B avec B = (0).

(a) Commengons par remarquer que ¢(0) =1, car
(¢) Montrons qu’il est possible de se ramener 4 la situation ou la matrice B est

©(0) = p(0+0) = p(0)* avec ¢(0) =1,. inversible auquel cas on établit que ¢ est de classe C* et on conclut par la
premiére question que @: t — exp(tA) pour A € M, (R).
Pourt € Ret s 70, on a Soit n € N* et 0,,: R — R définie par
1 1
~ (s +1) = 0(1) = - (12(s) = (0)) (1) 0, () = ~0(n).
n
En passant a la limite quand s tend vers 0, on obtient La fonction 6,, réunit les conditions de la fonction 6 précédente et
/ /
¢'(t) = @' (0)(t)- oo oo
Bo= [ oue(-ndt= [ oot/
Cette égalité s’apparente a une équation différentielle linéaire vectorielle a - -0
coefficient constant ' = a(x) ot 'inconnue = correspond & la fonction ¢ et Pour tout t € R
Pendomorphisme a est la multiplication par la matrice ¢’(0). La résolution de 0(t)p(—t/n) — 0(t)¢(0)
cette équation donne n—+too
et
p(t) = exp(tA)p(0) avec A= '(0). HH(t)ga(—t/n)H < er[nax ]}0(3)’ eI[nax ]||<p(s)’|1[,a;a](t).

En rappelant ¢(0) = I,,, on obtient 'expression voulue de ¢(t). intégrable
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Par convergence dominée

+o0 +oo
Bo= [ oet-tmat—— [ o)

— 00

90(0) dt = 90(0) = I,.

Par continuité du déterminant, det(B,,) tend vers 1 et on peut affirmer que,

pour n assez grand, B,, est inversible et on peut conclure.

Exercice 9 : [énoncé]

x4 =X?—-2X, 714 =xa. On a donc
A? =24, AP = 2R A et A%FF2 = 28 A% pour k> 0

avec

On en déduit

too k 2k 1

sh(v/2) 1

exp(A) =I5 + Z 2k2+ A+ Z 3+ ) A+ i(Ch(\@) —1)A%

Exercice 10 : [énoncé]
xa=X(X24+1),74=X(X%2+1), exp(A) exp(*A) = exp(A) exp(—A) = I3.
En calculant A%, A3, ... on obtient

1 0 0
0 cosl —sinl
0 sinl cosl

exp(4)

Exercice 11 : [énoncé]

(a) xa=(X-2)(X+1)%,
a? —a? —a
Ey(A)=Vect | a | et E_1(A) = Vect 0 |,[1
1 1 0

La matrice A est diagonalisable, P~ AP = D avec

a2 —a? -—a 2 0 0
P=1|a 0 1 ete D=0 -1 0
1 1 0 0O 0 -1

On en déduit pg = (X —2)(X +1).

(b) Ci-dessus.
(c) Par division euclidienne X" = (X + 1)(X — 2)Q(X) 4+ aX + S avec

2" — (—=1)" 2(—=1)" n
e VN
3 3
done (-1, . 2-1)
2" — (=1)" 2(=1)" 4+ 2"
A" = A I
3 + 3 8
puis
2 -1 -1
a4 € —e 2¢" " +e
= A I
e 3 + 3 3

Exercice 12 : [énoncé]

A% = O donc Sp(4) = {0}.

Puisque A # 0, A n’est pas diagonalisable. 74 = X2 et x4 = —X3.
exp(A) =1+ A.

L’étude se généralise pour n > 3 avec A = (w72)14; j<, et w € U, \ {1},

Exercice 13 : [énoncé]

(a) Puisque de taille 3 avec 3 valeurs propres distinctes, la matrice A est
diagonalisable et son polynéme minimal est

My =(X+2)(X -1)(X -3).
La division euclidienne de X™ par Il 4 s’écrit
X" =114Q + R avec deg R < 3.
Le polyndéme R peut s’écrire
RX)=a(X -1)(X-3)4+bX -3)+c
et I’évaluation de la relation division euclidienne en —2, 1 et 3 donne
15a¢ — 5b+c = (—2)"
2b+c=1

c=3"
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puis
. 37L+17(72)n+175

a= gy %0

b= 5=

c=3"
et enfin

3n+1 _ (_2)n+1 -5 3n+1 + (_2)n+3 + 5 3n — (_2)n -5
R(X) = X? X4+ -— = °
( ) 30 + 30 + 5

En évaluant la relation de division euclidienne en A, on obtient

—3" +(=2)"+5

n+l _ (_o\n+1 _
3 (—2) 5,

n+1 -9 n+3
A" = R(A) = 2 IR CYTAS

30 30 )

(b) En vertu de ce qui précéde

chA = aA? 4+ A+ I3

avec
1+90 92n T2 52n too
1 3 2 1
=—13 — +2 —— —5 —_—
[0 IO S B S
et donc

3ch3+4+2ch2—-5chl
o= .
30

De méme, on obtient

- 3ch3—-8ch2+5chl ot ~ — 5chl+ch2—ch3

B 30 i 5

Exercice 14 : [énoncé]
Par convergence absolue, on peut écrire

+oo 1 +oo +oo +oo 1

ST SEETIIS ST
eXP(A)—kgo(4k)!1”+1§(4k+1)!A+’§)(4k+2)!A +kzzo(4k+3)!A

ce qui donne

cos(1) 4 ch(1) sh(1) — sin(1)
2 2 2 2

exp(A) =

A3

Exercice 15 : [énoncé]
: t — exp(ta) o exp(th)xg est dérivable et vérifie ¢’ (t) = (a + b)¢(t). En effet

(exp(ta) o exp(tb))/ = a o exp(ta) o exp(tb) + exp(ta) o b o exp(th)
or boexp(ta) = exp(ta) ob car a et b commutent donc
(exp(ta) o exp(tb))/ = (a +b) o exp(ta) o exp(th).
De plus ¢(0) = x¢ donc ¢(t) = exp(t(a + b))xo. Puisque ceci vaut pour tout xg :

exp(t(a + b)) = exp(ta) o exp(tb)

Iset pour t = 1 la relation demandée.

Exercice 16 : [énoncé]
L’équation étudiée est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficient
constant. Sa solution générale peut étre exprimée par une exponentielle

X (t) = exp(t4)X(0)

avec
+o00 tk
E
exp(tA) = EA
k=0
Or A% = —1,,, donc, en séparant les termes d’indices pairs de ceux d’indices

impairs de cette série absolument convergente

(t ) E : ( l)pthI +§ : ( 1)p t2p+1 (t)I . (t)
X A = + P uE——— A = —+ sin A
exp = (2 )| 2n = (2 1)| COs 2n S

Ainsi la solution générale de I’équation étudiée est

X (t) = cos(t) X (0) + sin(t)AX(0).

Exercice 17 : [énoncé]

(a) La matrice complexe A est assurément trigonalisable et on peut donc écrire
A= PTP~! avec

)\1 *

PeGL,(C)et T = ou A\, € Sp A.
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On a alors

avec
V1 <k <n,eM —1%#0car A\ ¢ 2inZ.

On peut donc conclure e — I,, € GL,(C).

La solution générale de I’équation (E) est de la forme
X(t) = e Xo 4+ X(t)

avec X solution particuliére et X, € M,,.1(C) colonne quelconque.
Analyse :
Soit X une solution 1-périodique. On a X (1) = X (0) et donc aprés résolution

Xo = (e = 1,) 71 (X(0) - X(1))

ce qui détermine entiérement la solution X.

Synthése :

Considérons la fonction définie comme au terme de 'analyse ci-dessus. Elle
est solution de l'équation (E) et vérifie X (1) = X (0).

Considérons alors la fonction donnée par Y'(t) = X (t + 1).

On vérifie que Y est encore solution de (F) (car la fonction B est périodique)
et puisque Y (0) = X (1) = X(0), les fonctions X et Y sont égales car
solutions d’un méme probléme de Cauchy.

Finalement, la fonction X est périodique.

Exercice 18 : [énoncé]

(a)

Supposons
Moln + M N +---+ )\plep_l = O,.

En multipliant par N?~! on obtient A\gN?~! = O,, car N? = O,,. Or
NP=1 £ 0, donc \g = 0.
On montre de méme successivement que Ay = 0,..., A\, =0.
On conclut que la famille (I,,, N, N2,..., NP~1) est libre.
Puisque A\I,, et N commutent, on a
Pt

t t2
t(MN[,+N) _ _t\, tN At 2, ... p—1
e =e"Mne't =e (In-i-l!N—l—Q!N + +(p—1)!N )

(b)

Le polynome caractéristique de A est scindé dans C[X] et posséde une unique
racine A, on a donc
xa(X)=(X-2"

En vertu du théoréme de Cayley Hamilton
N"= (A= )\,)" =O,.

La matrice N s’avére donc nilpotente.
Les solutions du systéme différentiel X’ = AX sont les fonctions

ts X(t) = e X(0) = eM.e™ X(0).

Si N est nulle et A € iR, il est clair que toutes les solutions sont bornées.
Inversement, supposons les solutions toutes bornées. En choisissant
X (0) € Ker N\ {O,}, la solution

t X (0) = MX(0)

est bornée sur R et nécessairement A\ € iR.
Notons p l'indice de nilpotence de N et choisissons X (0) ¢ Ker NP~1. La
solution

t e eV X(0)

devant étre bornée avec |e*| = 1, la fonction

!
(p—1)

est elle aussi bornée. Or N?~1X(0) # 0 et donc cette solution ne peut pas
étre bornée si p — 1 > 0.
On en déduit p =1 puis N = O,,.

Les polynomes (X — A\;)™ sont deux & deux premiers entre eux. Par le
théoréme de Cayley Hamilton et le lemme de décomposition des noyaux, on
obtient

ts X(0) +tNX(0) +---+ NP~LX(0)

C" = & Ker(f — MIden )™
k=1

Une base adaptée a cette décomposition fournit une représentation
matricielle A de f diagonale par blocs. Plus précisément, les blocs diagonaux
sont de la forme

Aeldy, + Nj avec N'* = Oy, .

(d) La matrice A est semblable & A et on peut donc écrire

A = PAP™! avec P inversible.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections

Les solutions de ’équation X’ = AX correspondent aux solutions de
léquation Y/ = AY viaY = P71 X.

Les solutions de X’ = AX seront bornées si, et seulement si, celles de

Y’ = AY le sont. En raisonnant par blocs et en exploitant le résultat du b),
on peut affirmer que les solutions de X’ = AX sont bornées sur R si, et

seulement si, les A, sont imaginaires purs et les N tous nuls (ce qui revient a

dire que A est diagonalisable).

(e) Supposons A antisymeétrique réelle. Puisque A et *A commutent

t(etA)etA — ot"AttA _ JOn _ I,.
Soit X : ¢+ e'4.X(0) une solution de 1’équation X’ = AX. On a

2 o St A 2
|X(@)|" =" X®)X() ="X(0)"(et4) e X (0) = || X(0)]|".

Les solutions sont toutes bornées et donc A est diagonalisable & valeurs
propres imaginaires pures.

Exercice 19 : [énoncé]

Soit (x,y) solution sur R.

On pose z = = + iy, on a 2/(t) = e~ *2(¢) donc z(t) = Cel®
CeC.

En écrivant C' = A +iB avec A, B € R on peut conclure

it . .
— Celcos t+sint avec

z(t) = ¥ (A cos(cos(t)) — Bsin(cos(t))

et
y(t) = ™D (B cos(cos(t)) + Asin(cos(t)).

Vérification : il suffit de remonter les calculs.

Exercice 20 : [énoncé]
C’est un systéme différentiel linéaire d’ordre 1 homogéne défini sur R d’équation
matricielle X’ = A(t)X avec

2—-t  t—1 z1(t)
Alt) = (2(1 —t) 2— 1) o X(0) = (l’;(f)>
Xaw =X = (t+1)X +t.
Sp(A()) = {1,}.

Sit 1,
B (A(t)) = Vect G) ot Ey(A(f)) = Vect (;)

Pour P = (} ;) indépendant de t, A(t) = PD(t)P~! avec D(t) = <é (2) et

cette relation est aussi vraie pour ¢t = 1.
En posant Y = P71X,

X' =At)X < Y' =D()Y.

vio - (%)

En écrivant

on a
! = t) = Aet
Y =D@)Y «— {17 yl avec A, € R.
2 . ya(t) = puet®/2 TV MM
Puisque
_ (1 1\ (n
v ()
on obtient

) ot ot /2
X' =A)X <= X(@t)=A ot ) TH 00t?/2 avec A, p€R.
e

Exercice 21 : [énoncé]
C’est un systéme différentiel linéaire d’ordre 1 homogéne défini sur R d’équation
matricielle X' = A(t)X avec

A(t) = (tirf tfg) et X(t) = (28)
Xa@) = X?—2tX 4+ (8 — 1), Sp(A) = {t + 1,¢t — 1}.
E;11(A) = Vect <_11) et E,_1(A) = Vect (_12>

Pour P = (_11 _12> indépendante de t, A(t) = PD(t)P~! avec
C(t+1 0
D(#) = ( 0 t-—1)°

En posant Y = P71X, X' = A(H)X < Y' =D()Y.
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En écrivant Y (t) = (gig§>,

I — \e(t?+2t)/2
Y =DH)Y = {1 (Do, Jy=de 2on /o
y2 Yo = Me( )/

_ _ (1 1 Y1
x=rr= (1 5) (),

, e(t2+2t)/2 e(t2—2t)/2
X = A(t)X <~ X(t) = )\ _e(t2+2t)/2 + 1 _26(t2_2t)/2

avec \, i € R.

avec A\, € R,

puis

Exercice 22 : [énoncé]
C’est un systéme différentiel linéaire d’ordre 1 défini sur R d’équation matricielle
X' = A(t)X + B(t) avec

1+t ¢t (¢
A(t)(_t 1_t> etB(t)(et>.
Commencgons par résoudre ’équation homogene X' = A(¢) X.
XA@) = (X — 1)2-

Er(A(t)) = Vect (11).

1 0\. . ;) 1t
Pour P = 1 indépendante de t, A(t) = PT(t)P~* avec T'(t) = 0 1)
En posant Y = P71X,

X' =Alt)X < Y' =T@)Y.

En écrivant Y = (y1>7
Y2

/o _ t Ag2.t
Y — T(t)Y y}:yr+W2 y1:u2+2te
Yo =12 Y2 = Ae

avec A\, € K.
Puisque

o= (4 ()

on obtient

(1—t2/2) —e

La famille (X1, X2) forme un systéme fondamental de solutions de ’équation
homogeéne.

Cherchons une solution particuliére.

X(t) = M) X1(t) + u(t) X2(t) avec A et p fonctions dérivables.

X' = A)X + B(t) <= N(t) ((1(i2{22;§;et> + 4/ (1) (_Gtt> = (ft)

X' = A(DX — X(£) = A ( (t2/2>etet) Y < ett> .

e
A(t) =0 et u(t) = —t conviennent
¢

X(t) est solution particuliére.

[ —te
T\ te!
Solution générale :

X(t)=A <(1(i2{22/);;et> + p <_e;t> + <_t§t> avec A, p€R.

Exercice 23 : [énoncé]
C’est un systéme différentiel linéaire d’ordre 1 homogéne d’équation matricielle

X' = AX avec
A= (‘11 f) ot X(f) = (%;)

Es(A) = Vect G) , E3(A) = Vect G) .

Ona A= PDP~! avec
1 2 2 0
oo (L) wn-(2 )

X' =AX < Y' =DY

Sp(A) ={2,3} et

Pour Y = P71X,

et
2t

YH:DY<:$§f:<§;>amcxueK.
Finalement

, th 263t
X' =AX < X({t)=\ o2t | T st | avec M e K.
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Exercice 24 : [énoncé]
C’est un systéme différentiel de taille 2 linéaire a coefficients constant d’équation
matricielle X' = AX + B(t) avec

= (2)a= () = (%)

Equation homogéne : X' = AX.
Ya = (X = 1)(X —2), Sp(A) = {1,2}, E1(A) = Vect (g) ot Ea(A) = Vect G)

On a
B . (31 /(10
A=PDP awecP—(2 1) etD-(O 2)

et donc
X' =AX < X'=PDP'X «— P 'X'=DP'X.

Posons Y = P 'X.OnaY' =P !X et donc X' = AX < Y’ =DY.
Y1
Y2

Posons Y =

r_ Yi=v yi(t) = Aet
Y'=DY «— {yé — 2, iff {yg(t) ~ Aot avec A, Ay € K

x=py={3 1) (") done
2 1 Y2
;L _(3het + At 3ef e?t
X' =AX <= X(t)= (2)\1€t+>\2€2t =)\ 90t + A2 o2t

t 2t

3e
X0 = (5o
Solution particuliére :
X(t) = M) X1(t) + A2(t) X2(t) avec A1, Ao fonctions dérivables.

X'=AX + B(t) < N (t)X1(t) + \5(t) Xa(t) = B(t)

3N (t)et + No(t)e?t = et — Ny (t
2\ (t)et + Ny (t)e*t =0

et A2(t) = 2e~* conviennent

t
t
X(t) = <23t * 2);) est solution particuliére.

> et Xo(t) = <§2t) définissent un systéme fondamental de solutions.

Solution générale :
(3 et (3t + 2)et
X(t) - >\1 (2et) + )\2 <62t> + ((2t+ 2)6,5 avec /\1,/\2 € R.

x1(t) = 3Xel + Age?t + (3t + 2)e!
{:Ug(t) =2\1el + \ge?t + (2t + 2)e! avec A1, Az € R.

ie.

Exercice 25 : [énoncé]

C’est un systéme différentiel linéaire d’ordre 1 d’équation matricielle
X' = AX + B(t) avec

1=t - (%) o=

Sp(A) = {5, -3}, E5(A) = Vect <§> et F_5(A) = Vect (_12>
A= PDP~! avec

(2 -2\ ., 11 2 (5 0
P‘(1 1)’P _4(1 2) etD_(o 3)'
Pour Y = P71X est solution de Y’ = DY + C(t) avec

_ 1 /[ et 423

Aprés résolution, on obtient

) o o NePt — Lot 1 ,=3t
Y'=DY +C(t <:>Yt< _ 16 1{3_>
Lie 3t_ﬁet+§te 3t

puis

(§] e

2e5t 72673t 7t673t _ le*?’t
X'= AX+B(t) <= X(t) =X (est )+M < _3¢ )+<let n lteffitsi 1 -3t ] -
8 2 16

On peut aussi procéder par variation des constantes aprés résolution séparée de
I’équation homogeéne.
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Exercice 26 : [énoncé]
C’est un systéme différentiel linéaire d’ordre 1 homogéne d’équation matricielle
X' = AX avec

01 1 2(t)
A=11 0 0| et X(¥)= | y(®)
111 2(t)
Sp(A) = {_1a 27 0}7
-1 2 0
E_1(A)=Vect | 1 |,Ey(A)=Vect |1],Ey(A)=Vect| 1
0 3 —1
On a A= PDP~! avec
-1 2 0 -1 0 0
P=(1 1 1 eteD=10 2 0
0 3 -1 0 0 O
En posant Y = P~1X, on obtient
X' =AX < Y'=DY
or
et
Y'=DY = Y(t)= | pe?* | avec \,u,v € K
v
donc
—e 2e?! 0
X' =AX << X(t)=XA| et | +u|e* | +v| 1 | avec \,p,v eK.
0 3e?t —1

Exercice 27 : [énoncé]
C’est un systéme différentiel linéaire d’ordre 1 homogéne d’équation matricielle
X' = AX avec

2 -1 2 z(t)
A=110 =5 7] et X(t)= | y(®)
4 -2 2 2(t)

XA(X) = —XQ(X +1).
Aprés triangularisation, on a A = PTP~! pour

-1 1 0 -1 0 0
P=|1 2 1)letT=0 0 1
2 01 0 0 0

Pour Y = P7'X, X' = AX < Y'=TY.

de™!
Y =TY < Y= [ut+v avec \pu,v €K
m

La solution générale du systéme est donc

—et t 1
Xt)y=A| et | +ul20+1|+v|2 avec M\ pu,veK.
2e~t 1 0
Exercice 28 : [énoncé]
1 0 -1
A=1 1 1], xa=-(X-2)(X2-X+1).
-1 -1 1

La résolution complexe est alors facile puisque la matrice A est diagonalisable.
La résolution réelle est en revanche plus délicate a obtenir, détaillons-la :

X7 =%1,0,—1) est vecteur propre de A, complétons-le avec deux vecteurs d'un
plan stable.

Les plans stables s’obtiennent en étudiant les éléments propres de tA.

Sp(*A) =Sp A = {2} et E5(*A) = Vect¥(2,1,—1). Ainsi le plan d’équation

2r +y — z = 0 est stable par 'A.

Prenons Xo = %(0,1,1) et X3 = AXy =%(—1,2,0). On vérifie AX3 = X3 — X5.

1 0 -1 2 0 0
Ainsipor P=| 0 1 2 |,onaP'AP=(0 0 —-1| =B.
-1 1 0 01 1

Pour X =Y(z,y,2) et Y =(y1,y2,y3) = P"'X,ona X' = AX < Y’ = BY.
Ceci nous conduit & la résolution suivante :

Y1 =2y Y =2y

Yy = —yz = Yp = —y3
Y3 =y2 +ys3 Yy —ys +y2=0

y1(t) = ae?

)

y2(t) = ezt(\cos ?t + psin @t)
ys(t) = —y5(t)

Et on peut conclure via X = PY.

Exercice 29 : [énoncé]

(a) (S) est un systeme différentiel linéaire homogeéne de taille 3, I’ensemble de ses

solutions est un espace vectoriel de dimension 3.
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(b) Posons m(t) = z(t) + y(t) + z(t). On constate m’(t) = 0 et donc le point M
évolue sur un plan d’équation = + y 4+ z = a. Posons
d(t) = 22(t) + y*(t) + 2%(t). On constate d’'(t) = 0 et donc le point M évolue
sur une sphére d’équation z2 + y? + 22 = R2.

(c) Le systéme s’écrit X' = AX avec

A

I
—
o
\
_

On vérifie A3 = —3A et on en déduit A2+ = (=3)"A et A2"+2 = (-3)A?

puis
+oo —+oo
(_3)nt2n+l (_3)nt2n+2
t.A) =1, - A -
exp(t-4) +§0 @n 1 1) +n§ 2n +2)]
Ainsi

1 1 )
exp(t.A) = I, + 7 sin(v/3t) A + 3 (1- cos(\/gt))A

et la solution générale du systéme est

1 1 )
X(0) = Xo+ 7 sin(V3) AXo + 5 (1~ cos(v3t) ) 42 Xo.

Exercice 30 : [énoncé]

Puisque la matrice A n’est pas inversible, son rang est strictement inférieur a n et
il existe donc un hyperplan H contenant 'image de A. Soit ayxq + -+ + apz, =0
une équation de cet hyperplan. Puisque les vecteurX’(¢) sont des valeurs prises
par A, celles-ci appartiennent & ’hyperplan précédent et donc

a1y (t) + -+ anz) (t) = 0.
On en déduit .
(a1@1(t) 4+ -+ + anan(t)) =0

et donc
arz1(t) + -+ apw,(t) = C*.

Exercice 31 : [énoncé]
Par ’absurde, supposons qu’au contraire un tel o n’existe pas. En prenant
a=1/p > 0 avec p € N*, on peut introduire une fonction y, non nulle, solution de

l’équation (F) et s’annulant au moins n fois dans 'intervalle

I, =[zo—1/p;x0+ 1/p].

Notons S ’espace des solutions de ’équation (E). C’est un espace de dimension
finie que ’on peut normer, par exemple, par la norme N définie sur S par

N = sw )

|fl+  sup
[xo—1;20+1]

[ro—1L;20+1]

[zo—1;x0+1]

Cette norme a pour intérét de traduire sur le segment [xg — 1; 20 + 1] la
convergence uniforme d’une suite de fonctions ainsi que de la suite des dérivées
jusqu’a U'ordre n — 1.

Quitte & considérer la fonction y,/N(y,) au lieu de y,, on peut supposer les
fonctions y, toutes de norme 1. La suite des fonctions (y,) est alors une suite
bornée de ’espace de dimension finie S. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass,
on peut en extraire une suite convergente (y,(,)). La limite de celle-ci est une
fonction ¥, non nulle et solution de (). De plus, par construction, la suite de
fonctions (yw(p)) converge uniformément vers y., ainsi que ses dérivées jusqu’a
Pordre n — 1 vers les dérivées respectives de 4.

Par les annulations des fonctions (y,(,)), on peut introduire une suite (z,(p))
convergeant vers o avec Y, (p) (Zy(p)) = 0. Par convergence uniforme, on obtient &
la limite yoo (z9) = 0.

Par application du théoréme de Rolle, la fonction y/w(p) s’annule au moins n — 2
fois sur I'intervalle I,,). On peut reprendre le raisonnement au-dessus et affirmer
aussi y. (zg) = 0.

(k)

©(p)
fois sur l'intervalle I,,(,) ce qui permet d’obtenir y (xq) = 0.

La fonction y, est alors solution du probléme de Cauchy constitué de I’équation
(E) et des conditions initiales

Plus généralement, pour k € [1;n—1], la fonction y g’annule au moins n — k

y(x0) = y'(v0) = - =y V(xp) = 0.

Or la fonction nulle est la seule solution de ce probléme de Cauchy. C’est absurde
car 9o n’est pas la fonction nulle.
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