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Enoncés

Compléments sur les séries
numériques

Nature de séries numériques

Exercice 1 [ 02432 [Correction]

(a) Etudier 3 u, ot u, = o1 ﬁ

- . N 1 '
(b) Etudier ) v, ot v, = [, H:ﬁ%

Exercice 2 [ 03881 ] [Correction]
Pour a > 0, étudier la convergence de

E:GEL;%_

n>1

Exercice 3 [o1040 ] [Correction]
Donner la nature de la série des \jT
n

Exercice 4 [ 01064 ] [Correction]
Montrer la convergence de la série de terme général

1

Up =

Exercice 5 [ 01066 | [Correction]
Pour o > 1, on pose

R’IL

Etudier la nature de la série >° -, 5> selon la valeur du réel a.

(In(1)* + (n(2))* + - + (In(n))*

Exercice 6 [ 02430 [Correction]

On note u,, = foﬂ/4(tant)” dt.

(a) Déterminer la limite de w,,.

(b) Trouver une relation de récurrence entre u, et t,12.

[e3

)
(c) Donner la nature de la série de terme général (—1)"u,,.
(d) Discuter suivant o € R, la nature de la série de terme général u,/n®.

Nature de séries de signe non constant

Exercice 7 [01034] [Correction]
Déterminer la nature de Y u,, pour :

_ =" n
(a) Uy = n2+1 (C) Wy = ln(l + (;j,)l )
_ (=" — 2
(b) u, = T (d) u, = cos(wx/n +n+ 1)

Exercice 8 [01035] [Correction]
Déterminer la nature de

Exercice 9 [01039 ] [Correction]
Déterminer la nature de

Exercice 10 [o3772] [Correction]
Déterminer la nature de la série de terme général

1
Uy = COS <n27rln(1 + ))
n
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Exercice 11 [o1045 ] [Correction]
Déterminer la nature de la série de terme général :

ey
ZZ:1 ﬁ + (=1t

Un,

Exercice 12 |[o02351 ] [Correction]
Déterminer la nature de ) u,, pour :

(a) u, =
vt (=1)" —v/n

Exercice 13 [o02793] [Correction]
Convergence de la série de terme général u, = sin(mv/n? + 1).

Exercice 14 [o01335] [Correction]
Etudier la série de terme général

ty = (—1)" sin(;nn).

Exercice 15 [o01337] [Correction]
Quelle est la nature de la série de terme général

oV
v

Exercice 16 [ 03208 [Correction]
« désigne un réel strictement positif.
Déterminer la nature de la série de terme général

(=1)"/n* _/
Up, :/ i dx
0

1+

Exercice 17 [o05040 ] [Correction]
Déterminer la nature des séries qui suivent :

(b) un = rer (c) wn =

(71)71
In(n)+(—1)"

(a) 3 ®) S <(>> (©) 55

Convergence de séries a termes positifs
Emploi du critére spécial

Exercice 18 [o1038] [Correction]

(a) Justifier 'existence, pour n € N de

(b) Montrer que
R,+R f (-1
n n+l — T AN
W k(k+1)
(c) Déterminer un équivalent de R,,.

(d) Donner la nature de la série de terme général R,,.

Exercice 19 [o1036 | [Correction]
Montrer que

“+o0
(18
7;) (2n)!

est un réel négatif.

Exercice 20 |[o1037 | [Correction]
On rappelle la convergence de l'intégrale de Dirichlet

+oo ;
t
I:/ sme dt.
0 t

—+o0

™ int
- Z(q)n/ R at
nmw+t

n=0 0

En observant

déterminer le signe de I.
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Exercice 21 [o4131] [Correction] Exercice 26 |[o02790 ] [Correction]
On pose Nature de la série de terme général
n (_1)k+1
Sp = ——— et u, = In(e’* —1). —1)n
n Z k n ( ) un:1n<1+( ))
k=1 na
(a) Enoncer le théoréme des séries spéciales alternées, en faire la preuve. oita> 0.

(b) Prouver que les suites (sy,)n>1 €t (uy)n>1 convergent.
(c) Etudier la nature de 3~ u,,.

Exercice 27 [o2791 | [Correction]
Nature de la série de terme général

Exercice 22 [o05035 ] [Correction] Vi A+ (=1)"
Déterminer les natures des séries Uy = ln<>

vn+a

(—1)lin(m)]

(a) 3 GO (b) 3 L

n

oua € R.

Nature de SéI‘ieS dépendant d’un paramétre Exercice 28 [ 02802 | [Correction]
Soient (a,a) € Ry x R et, pour n € N* :

Exercice 23 [o1065 | [Correction] Y 1k
Déterminer la nature de la série de terme général Un = a7 '
(a) Pour quels couples (a, @) la suite (u,,) est-elle convergente ? Dans la suite, on

= Vit \/it VR (avec a € R). suppose que tel est le cas, on note £ = lim u,, et on pose, si n € N*,
n

n

. . - - Up, = Uy — L.
Meéme question avec la série de terme général (—1)"w,,. " "

b) Nature des séries de termes généraux v, et (—1)"v,.
g

Exercice 24 [o10s87 ] [Correction]
Soit o > 0. Préciser la nature de la série ) -, u, avec Exercice 29 [ 03420 | [Correction]
Soient p € N et a > 0. Déterminer la nature des séries de termes généraux

= - <n+p)°‘ ot wn:(_l)n(nw)o‘_

p p

Exercice 25 [02515] [Correction]
Etudier la nature de la série de terme général Exercice 30 |[o3ro4 | [Correction]

(—1)" (a) En posant x = tant, montrer
Up, :ln<1—|—sin = >

n

/”/2 dt m
o l4asin®(t) 2V1+a

pour o > 0.
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(b) Donner en fonction de a > 0 la nature de la série

T dt
Z/o 1+ (nm)esin®(t)

(n+1)m dt
2 /m 1+ tosin?(¢)

(d) Donner la nature de 'intégrale
/+oo dt
o L4tosin?(t)

Exercice 31 [02423] [Correction]

(¢c) Méme question pour

On pose
+oo +oo
1 (=1)P
Uy = ——— et v, = —_
;(p+1)“ ;(p+1)a

(a) Déterminer la nature de la série de terme général u,, selon .

(b) Déterminer la nature de la série de terme général v,, selon a.

Transformation d’Abel

Exercice 32 [o01043] [Correction]
Pour n € N*, on pose

k
Z sink et S, =
k=1

(a) Montrer que (X,),>1 est bornée.
(b) En déduire que (S,,)n>1 converge.
Exercice 33 [o02352] [Correction]
Soit 6 € R non multiple de 27. On pose

= 0

n = Zcos(kﬁ) et u, = cos(n )
n

k=0

(a) Montrer que la suite (Sy,)nen est bornée.

(b) En observant que cos(nf) = S, — Sp_1, établir que la série de terme général
u, converge.

(c) En exploitant I'inégalité |cos x| > cos? x, établir que la série de terme général
|un| diverge.

Exercice 34 [o1041 ] [Correction]
Soient (a,) une suite positive décroissante de limite nulle et (.5,,) une suite bornée.

(a) Montrer que la série Y (a, — an+1)Sy est convergente.
(b) En déduire que la série Y a, (S, — S,—1) est convergente.

(c) Etablir que pour tout z € R\ 27Z, la série > COS(”I) est convergente.

Exercice 35 [o2s82] [Correction]

(a) Montrer l’existence, pour 6 € |0; [, d’'un majorant My de la valeur absolue de
n = Z cos(k0).
k=1

(b) Montrer que x +— ‘f est décroissante sur [2;+oo].
(c) En remarquant de cos(n&) =S, — Sn_1, étudier la convergence de la série de
terme général
vn

n —

Up = cos(nd).

(d) En utilisant |cos(kf)| > cos?(kf), étudier la convergence de > |uy|.

Exercice 36 [o1042] [Correction]
Soit z, le terme général d’une série complexe convergente. Etablir la convergence

de la série
Zn

n>1

Exercice 37 [o36s85 ] [Correction]
Soit (a,) une suite complexe. On suppose que la série ) 4= diverge.
Etablir que pour tout a € |—o00;1], la série Y 22 diverge aussi.
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Exercice 38 [o1028] [Correction]
Soit (un)n>1 une suite décroissante de réels strictement positifs.

(a) On suppose que Y u, converge. Montrer que la série de terme général
Up = n(Uy — Upt1) cOnverge et

—+oo +oo
E Up = E Up, -
n=1 n=1

(b) Reéciproquement, on suppose que la série de terme général n(u,, — tn+1)
converge. Montrer que la série de terme général wu,, converge si, et seulement
si, la suite (u,) converge vers 0.

(c) Donner un exemple de suite (u,) qui ne converge pas vers 0, alors que la série
de terme général n(u, — u,41) converge.

Exercice 39 [o03s79] [Correction]

On donne une suite réelle (a,,).

On suppose que les séries Y ap, et Y |an+1 — an| convergent. Montrer que la série
> a2 converge.

Calcul de somme

Exercice 40 [o03s895] [Correction]

Existence et valeur de
o =
E In <1 + )
n
n=2

Exercice 41 [ 02806 ] [Correction]
Nature et calcul de la somme de la série de terme général

400 _1)k
kz(kz)

Exercice 42 [o1053 ] [Correction]
On pose

1
Up = / 2" sin(mx) da.
0

Montrer que la série > u,, converge et que sa somme vaut

Exercice 43 [ 02803 ] [Correction]

Etudier

lim

T sint
/ g
O t

n m
: ZZ _q\itg il

i=0 j=0

Calcul de somme par dérivation ou intégration

Exercice 44 [o1052] [Correction]

Soit v > 0. Montrer

Exercice 45 [o1051 | [Correction]

Soit x € ]—1;1[. Calculer

Exercice 46 [ 02805 | [Correction]

Calculer

Exercice 47 [o1338] [Correction]

Calculer

+oo (71)1@

k=

0

“+o0

D

n=0

1 a—1
:/ $ dz.
k+a o 1+=z

—+oo
Z kx®.
k=0

+ n
o 4n +1

1

(4n+1)(4n+3)°

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017 Enoncés 6

Etude de séries & termes positifs Exercice 51 [ o308 ] [Correction]
Etudier
. s e e +00
Comparaison séries intégrales lim n (klzez),
n—-+0oo

Exercice 48 [02434 ] [Correction]
Soit, pour x € R,
cos(z/?) Exercice 52 [o04069 | [Correction]
Soit f: [0;4+o00] — R continue, positive et croissante.

(a) Nature la série de terme général Etablir que les objets suivants ont méme nature

Uy = /:H f(z)dz — f(n). /;OO fle™)dt,d fle™)et > if(i)

(b) Nature de la série de terme général f(n).

On pourra montrer que sin(n1/3) n’admet pas de limite quand n — +oo. Exercice 53 | 05038 | [Correction]
(c¢) Nature de la série de terme général Soit f: [1;+400[ — R une fonction strictement positive, de classe C! et de dérivée
décroissante et de limite nulle en +o00. Montrer que les séries
sin(n'/3)

f'(n)
f

e S e 3

. . t mé ture.
Exercice 49 [o2810] [Correction] R THEme natute

On pose f(z) = % pour tout = > 1 et u, = [ | f(t)dt — f(n) pour tout

entier n > 2.
Exercice 54 [o05039 | [Correction]

a) Montrer que f’ est intégrable sur [1;+oof. ) . . .
(a) que f & [ [ Soit f: [1;+00[ — R une fonction de classe C* dont la dérivée est décroissante et

(b) Montrer que la série de terme général u,, est absolument convergente. de limite nulle.
(c) Montrer que la suite (cos(Inn)) diverge. (a) Soit k € N*. Etablir
(d) En déduire la nature de la série de terme général f(n).

(f'(k) = £ (k+1)).

ool —

k+1 1
0< [ a5+ fE+) <

Exercice 50 [03045] [Correction]

Pour n € N*, soit (b) En déduire que’
"1
fnzxe]n;—i—oo[—)Z . n 1 1
=R $0= [ 10t = (GH0+ £+t S0 -1+ 310)
1
Soit a > 0. Montrer qu'il existe un unique réel, noté z,, tel que f,(x,) = a.
Déterminer un équivalent de x,, quand n — +o0. admet une limite finie lorsque n tend vers +oo.

1. S, compare une intégrale & ’approximation de celle-ci obtenue par la méthode des trapézes.
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(c) Application: On considére la fonction f: z +— —In(z). Etablir? la
convergence de la suite de terme général

o =1In(n!) — (n + ;) In(n) + n.

Exercice 55 [05042 ] [Correction]
Soit, f: [1; 400 — C une fonction de classe C'. On suppose qu’il existe M € R

vérifiant 2, pour tout x > 1,
xr
/ |f/(t)]dt < M.
1

(a) Montrer

Z f(n) converge <= ( / ' () dt) converge.
1

(b) Application: Déterminer la nature de la série

sin (1n(n)) '

2
Comportement asymptotique de sommes

Exercice 56 [o1089 ] [Correction]

On pose
1

S":ZIH\/E'

k=1
(a) Donner un équivalent simple de .S,.

(b) Montrer que
Sp = Inn+C+o(1).

n—-+oo

Exercice 57 [o1090 ] [Correction]
On pose
1
Sn = =
2 k2 +Vk

k=1

2. Pour résoudre cette question, on ne s’autorise pas I’emploi de la formule de Stirling.

3. Au chapitre suivant, on dira simplement que f’ est intégrable sur [1;+4oco[. On peut noter

que cette hypothése est satisfaite lorsque f est monotone et admet une limite finie en 4oo.

(a) Montrer que (Sy),>1 converge vers une constante C.

(b) Etablir que

Exercice 58 [o3179 ] [Correction]

(a) Sous réserve d’existence, déterminer pour o > 1

(b) Sous réserve d’existence, déterminer

2n 1
li sin| — .
Jdim 3 ()

k=n-+1
Exercice 59 [o1091 | [Correction]
On pose
n
3k —1
w = [ 2L
k=1

(a) Montrer qu’il existe des constantes « et (3 telles que
Inu, =alnn+ G+ o(1).

En déduire un équivalent de u,,.

(b) Déterminer la nature de 3 - up.

Exercice 60 [o3ss2] [Correction]

Déterminer
n

. 1 1/n
iy TL Gk =

Exercice 61 [o01092] [Correction]
Déterminer un équivalent simple de :
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+oo +oo
(a) 225 m (b) >k k(n1+k)

Exercice 62 [o03226] [Correction]
Pour n € N*, on pose
n
h-y
k=1

| =

Pour p € N, on pose
n, = min{n € N| H,, > p}.

Déterminer un équivalent de n, quand p — 400

Exercice 63 [o01325] [Correction]
Soit j € N. On note ®; le plus petit entier p € N* vérifiant

p
n=1

27

S|

(a) Justifier la définition de ®;.
(b) Démontrer que &; —— +o0.
Jj—4oo
(c) Démontrer % —e.
J

j—+oo

Exercice 64 [o02950] [Correction]
Soit (uy)n>1 une suite d’éléments de R%.

On pose
1 n 1 n

On suppose que (vy,) tend vers a € RY.
Etudier la convergence de (w,,).

Emploi de la constante d’Euler

Exercice 65 [o1055] [Correction]

Justifier et calculer
+o0 1

Z n(2n —1)

n=1

Exercice 66 [ 02354 ] [Correction]
Existence et calcul de

Exercice 67 [o1046] [Correction]
Existence et calcul de
+o0 1

nz;l n(n+1)2n+1)

Exercice 68 [o01054 ] [Correction]
On rappelle 'existence d’une constante ~ telle qu’on ait

n

1
Z% =Inn+~v+o(1).
k=1

(a) Calculer la somme de la série de terme général u,, = (—1)"~!/n.

(b) Méme question avec u, = 1/n si n # 0 [3] et u,, = —2/n sinon.

Exercice 69 [o02s04] [Correction]
Convergence puis calcul de

+oo 1

212—1—224—-”—!-712-

n=1

Exercice 70 | 02964 | [Correction]

Calculer
i 13 N 1 N 1
~ dn+1 4n+2 4n+3 4dn+4)

Exercice 71 [o1056 | [Correction]

(a) Donner un développement asymptotique a deux termes de
" Inp
uy =02,
p=2 p
On pourra introduire la fonction f: ¢ — (Int)/t.
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(b) A l'aide de la constante d’Euler, calculer

—+oo

n=1

Exercice 72 [o4171] [Correction]
+oo

(a) Soit (uy) une suite telle que u, = O(1/n?). Que dire de > ;= uy ?

(b) Montrer que
1 1
S | il

avec  une constante réelle qu’on ne cherchera pas & calculer.

wz:(—lﬁ\}nn]

On pose

n |[In2

(c) Convergence et somme de > -, Up,.

Exercice 73 [o1077] [Correction]

Etudier la limite de )
1—-uw)" -1
U, :/ %dqulnn.
0

(c) En déduire qu’il existe n; € N tel que pour tout n € N, n > n; entraine

|vn, — €] <e.

(d) Application: Soit (uy) une suite réelle telle que wp 41 — up — a # 0.

Donner un équivalent simple de wu,,.

Exercice 75 [ 00308 ] [Correction]
Soit (uy,) une suite réelle.

(a) On suppose que (u,) converge vers £ et on considére

uy + 2ug + -+ - + nuy,
n2 '

Up =

Déterminer lim,, ;4 o vy,
(b) On suppose
— /.

Déterminer

Exercice 76 [ 00309 ] [Correction]

“ Soit (u,) une suite de réels strictement positifs.
- N On suppose
Théoréme de Cesaro Untl g 10t ool
Up
Exercice 74 [ 00307 ] [Correction] Montrer
Soit (un)n>1 une suite réelle convergeant vers £ € R. On désire établir que la suite Yup — L.

(Un)n>1 de terme général

_u Uyt
o n

n

converge aussi vers £. Soit € > 0.

(a) Justifier qu’il existe ng € N tel que pour tout n € N, n > ng entraine

lun, — €] < e/2.

(b) Etablir que pour tout entier n > ng on a :

|Un _EI <

n n 2

\u1—€\+--~+|un0—£|+n—n0§

Exercice 77 [o03219] [Correction]
La suite (uy)n>0 est définie par ug > 0 et

Vn € N, Un+1 = 11’1(1 + un).

(a) Déterminer la limite de la suite (upn)n>0

(b) Déterminer la limite de
1 1

Up 41 Up

(c) En déduire un équivalent de (up)n>0
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Séries dont le terme général est défini par récurrence Exercice 82 [o2951 | [Correction]
Soit (un)n>0 la suite définie par ug € [0;1] et

Exercice 78 [o03371] [Correction]
(a) Déterminer la limite de la suite définie par
e Un

n+1

up > 0et Vn € Nyuyy =

(b) Déterminer la limite de la suite définie par

Up = NUy,.-

(c) Donner la nature de la série Y u,, et celle de la série > (—1)"u,,

Exercice 79 [o03012] [Correction]
La suite (an)n>0 est définie par ag € |0;7/2] et

Vn € N, ant1 = sin(ay).

Quelle est la nature de la série de terme général a,, 7

Exercice 80 [02961 ] [Correction]
Soit (u,,) une suite réelle telle que up > 0 et pour tout n > 0,

Up = In(1 + wp_1).

Etudier la suite (u,) puis la série de terme général wu,,.

Exercice 81 [02440] [Correction]
Soit (an)n>o0 une suite définie par ag € R et pour n € N,

an

any1 =1—e"

a) Etudier la convergence de la suite (a,,).

(a)

(b) Déterminer la nature de la série de terme général (—1)"
)
)

.
(c) Déterminer la nature de la série de terme général a?2.

(d) Déterminer la nature de la série de terme général a,, a 'aide de la série

Zln(“::).

2
Vn € N upy1 = up —u,,.

(a) Quelle est la nature de la série de terme général w,, ?
(b) Méme question lorsque u,, est définie par la récurrence u, 1 = u, — ult®
(avec o > 0).

Exercice 83 [02960 ]| [Correction]
Soit u € RN telle que ug € ]0;1] et que, pour un certain 3 > 0 et pour tout n € N,

B gin?
Up 1 = SINUy,.

Etudier la nature de la série de terme général u,,.

Exercice 84 [02433] [Correction]
Soit & > 0 et (uy)n>1 la suite définie par :
1

T

up >0etVn > 1, up41 = up +

(a) Condition nécessaire et suffisante sur o pour que (u,) converge.
(b) Equivalent de u,, dans le cas ou (u,,) diverge.
(c) Equivalent de (u, — ¢) dans le cas ou (u,) converge vers £.

Application a I’étude de suites

Exercice 85 [o02418] [Correction]
Former un développement asymptotique & trois termes de la suite (u,) définie par

uy =1et Vn € N* uypq = (n+ul~H)m

Exercice 86 [ 03057 ] [Correction]
On note (2,)n>1 la suite de terme général

it
Zn = 2nexp< .
)

. 2n—12n—2 2n—n
llm “ e
n—+oo| 2, — 1 2z, — 2 Zn — M

Etudier
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Etude théorique

Exercice 87 [o01033] [Correction]
Montrer que la somme d’une série semi-convergente et d’une série absolument
convergente n’est que semi-convergente.

Exercice 88 [o02962] [Correction]
Donner un exemple de série divergente dont le terme général tend vers 0 et dont
les sommes partielles sont bornées.

Exercice 89 [o03097 ] [Correction]
On dit que la série de terme général u,, enveloppe le réel A si, pour tout entier
naturel n, on a :

u, # 0 et |A—(u0+u1+~-~+un)‘ < |tp1-

On dit qu’elle enveloppe strictement le réel A s'il existe une suite (6,,),>1
d’éléments de ]0; 1] telle que pour tout entier naturel n :

A— (UO +up+--- +un) = 9n+1un+1~

(a) Donner un exemple de série divergente qui enveloppe A > 0.
Donner un exemple de série convergente qui enveloppe un réel.
Donner un exemple de série convergente qui n’enveloppe aucun réel.

(b) Démontrer que, si la série de terme général w,, enveloppe strictement A, alors
elle est alternée.

Démontrer que A est alors compris entre deux sommes partielles consécutives.

(c) Démontrer que, si la série de terme général u,, est alternée et que, pour tout
entier n € N*
A — (uo+us + -+ wuy,) est du signe de u, 41, alors, elle enveloppe
strictement A.

(d) Démontrer que, si la série de terme général w,, enveloppe A et si la suite de
terme général |u,| est strictement décroissante, alors, la série est alternée et
encadre strictement A.

Exercice 90 [ 03207 ] [Correction]
Soit E l’ensemble des suites réelles (uy,),>0 telles que

Unt2 = (N + D)Unt1 + Up.

(a) Montrer que E est un espace vectoriel de dimension 2.

(b) Soient a et b deux éléments de E déterminés par

CLo:l b():O
{ale et {blzl.

Montrer que les deux suites (ay,) et (b,) divergent vers +oo.

(c) Calculer
W, = anJrlbn - ananrl-

(d) On pose ¢, = a, /b, lorsque Ientier n est supérieur ou égal & 1. Démontrer
I’existence de
= lim c,.
n—-+oo

(e) Démontrer ’existence d’un unique réel r tel que

lim (an +rb,) =0.

n—-+o0o

Exercice 91 |[o3917 | [Correction]
Soit e = (e, )nen une suite décroissante a termes strictement positifs telle que la
série Y e, converge.

On pose
+oo “+o0
SZZenetrn: ZekpournGN.
n=0 k=n-+1

On introduit

“+o0
G= {Z;)dnen (dn) € {—1, 1}N}.

On dit que la suite e est une base discréte lorsque G est un intervalle.
(a) Montrer que G est bien défini. Déterminer son maximum et son minimum.

(b) On suppose dans cette question que (e,,) est une base discréte. Montrer que
e, < r, pour tout n € N.

(c) On suppose que e, < 1, pour tout n € N. Soit t € [—s;s]. On définit la suite
(tn) par

sit, <t

sinon.

t e
tOOettn+1{n+ "

n — €n

Montrer que
|t_tn| S en‘i‘rn

et conclure.
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(d) Dans cette question, on suppose e, = 1/2" pour tout n € N.

Déterminer G. Quelles suites (d,,) permettent d’obtenir respectivement

0,1,1/2,2 et 1/37
Pour z € G, y a-t-il une unique suite (d,,) € {—1,1}" telle que

+oo
x = Z dnen?.
n=0

Condensation

Exercice 92 [o02796 ] [Correction]
Soit (u,) une suite réelle décroissante et positive. On pose

Un — 2”U2n -

Déterminer la nature de Y v, en fonction de celle de > u,.

Exercice 93 [ 03676 ] [Correction]

(a) Soient (up)nen une suite réelle décroissante, positive et p € N tel que p > 2.

On pose
n
Uy, = P Upn.

Montrer que

E Uy converge si, et seulement si, E Uy, CONVerge.

(b) Application: Etudier la convergence des séries

1 1
Z nlnn ot Z ninnin(lnn)’

Exercice 94 [o03677 ] [Correction]
Soit (un)nen une suite réelle décroissante et positive. On pose

Uy = NUy2.

Montrer que

E u,, converge si, et seulement si, E v, converge.

Exercice 95 |[o2797 | [Correction]
Soit (uy,) une suite décroissante d’éléments de R, de limite 0. Pour n > 1, on pose

Up = nluye.

Y a-t-il un lien entre la convergence des séries de termes généraux u,, et v, ?

Produits numériques

Exercice 96 [ 05043 ] [Correction]
Soit ¢ un réel tel que |q| < 1. Etablir 'identité

+oo 1

[[0+d)= o
k=1 H(l _q2k—1)

k=1

ou les produits infinis correspondent aux limites quand n tend vers +oo des
produits pour k allant de 1 & n.

Exercice 97 [o0s5044 | [Correction]
Soit (a,) une suite de réels tous différents de —1 telle que la série Y a,, converge.
On pose

n

P, = H(l +ag) pour tout n € N.
k=0

Montrer que la suite (P,) admet une limite finie et que celle-ci est non nulle si, et
seulement si, la série de terme général a? converge.
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Exercice 1 : [énoncé]

(a) L’intégrale définissant w,, est bien définie car elle porte sur une fonction sur le
segment [0;1]. On peut aussi la comprendre comme une intégrale généralisée
convergente sur [0;1]

/1 dx / dx
Uy = - = e —
o 1+xz4+---+27 o l+z+---+an

et par sommation géométrique

dx 11—z
— = 7n+1dx.
papltet+--+w o L=

1—2x
fulw) = T

Posons

Sur [0; 1], la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction
fix—1—nx.
Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux et

1—2x

\1x — 1= ()

1—gntl

— 11—z

avec ¢ intégrable. Par convergence dominée

! 1
un%/(l—x)dx:f
0 2

et donc la série Y u, diverge grossiérement.

(b) On amorce les calculs comme au dessus pour écrire

1 1
" dx x"
n — _— = 71— d‘
° /0 T+z+ - +an /O [t a)de

Par intégration par parties généralisée justifiée par deux convergences

1

Il reste

Up =

1
— / In(1 — ") da.
n+1 /g

Par développement en série entiére de la fonction u — —In(1 — u)

1 +oo

1
U :/0 Z%SE(”“)’“ dz.

Posons )
gr(x) = —a Ik,

k
La série de fonctions Y g; converge simplement sur [0; 1] en vertu de la
décomposition en série entiére précédente.
Les fonctions gj et la fonction somme Y% gi: @ — —In(1 — 2"+1) sont
continues par morceaux.
Enfin, les fonctions gx sont intégrables sur [0; 1] et

+00 /1
k=170

On peut donc intégrer terme & terme pour écrire
donc

1

+oo
1
= (n+1)k de = .
B v ;k((nﬂ)kﬂ) < tee

11 1 = 1
v n+1;k/o v v n+1;k((n+1)k+1)

Or
+oo

1 ! =1
;k((nﬂ)kﬂ)—(nﬂ);ﬁ

puis finalement

«_C
v, < CESIEN

La série a termes positifs > v, est donc convergente.

1 1
z" 1 1
— n+1 n+1 . . L
A W(l—x) dﬁU = |:— "+ 1 ln(l — T )(1 - '1:):|O_n —+ 1 A ln(l_x )dgzesi;i;ce 2: [GHOHCG]

Le terme entre crochet est nul (il suffit d’écrire £ = 1 — h avec h — 0, pour
étudier la limite en 1)

=Inn+~v+o(1)

T =

n
k=1
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et donc
n 1 eFY na
azkzl * = elnalnn+'y Ina+o(1) .,

nflna'

Par équivalence de séries & termes positifs

n 1
Zazkzl * converge <= —lIna>1
n>1

ce qui fournit la condition a < e™1.

Exercice 3 : [énoncé]
On peut écrire

j3n+1 j3n+2 N j3n+3 _ j3n+1(1 +] +32) +O< 1 > _ O< 1 )
V3n+1 VBn+2  Bn+43n-teo V3n n3/2 n3/2

donc la série des termes

j3n+1

Van+1

j3n+2

V3n + 2

j3n+3

V3n+3

est absolument convergente. Ainsi, il y a convergence des sommes partielles
3n ]k
Ssn = —.
! kzzl vk

Puisque, les termes

j3n+1 j3n+2

V3n+1 V3n+2

sont de limite nulle, on a aussi convergence des sommes partielles

3n+1 jk: j3n+1
S = e = S3, + ———
3n+1 kZ:1 \/E 3n m
3n+1 jk 342
Sznt1 = = S3n41 +

V3n+2

B

=

Les trois suites extraites (Ss,), (Ssnt1) €t (S3n12) convergeant vers une méme

limite, on peut affirmer que la série J—ﬁ est convergente.

Exercice 4 : [énoncé]

Par comparaison série-intégrale, on majore u, par le terme général d’une
série convergente.

La fonction ¢ — In(t) est continue et croissante donc

k
| ()" ar < niy)®

—1

pour tout k > 2

En sommant pour k allant de 2 & n, on obtient

n

k n
/k (n(t)*dt <Y (m(k)* = 3" (n(k))”
-1 k=2

=1

D

k=2

pour tout n > 2

n

=

et donc

(In(k))*

M=

/ ' (In(t))* dt <

On calcule l'intégrale par intégrations par parties

/1n (In(t))* dt = [t(ln(t))Q}n - /j 21n(t) dt

= n(In(n))* — [Qtln(t)ll + /1n 2 dt

= n(ln(n))2 —2nln(n) 4+ 2n — 2

k=1

Par passage & l'inverse, on obtient alors

1 1
Uy < v ~

n(ln(n))2 —2nln(n) 4+ 2n — 2 JREEE n(ln(n))2

Par équivalence de séries & termes positifs, la série de terme général v,, converge *
et, par comparaison de séries & termes positifs, la série de terme général u,,
converge aussi.

Exercice 5 : [énoncé|
Puisque x — — est décroissante

mHdy 1 " dw
R -
4. Voir sujet 20171101. Notons que ’on peut par encadrement établir aussi que u, équivaut a

1/n(ln(n))2.
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donc

d’ou 'on obtient :

puis

La série &= converge si, et seulement si, o > 2.
n>1 S I }
2 n

Exercice 6 : [énoncé]

(a) Par convergence dominée par la fonction ¢: ¢ — 1, on obtient u, — 0.
(b)

1
n+1"

/4
Up + Upto = / (tant)’(tant)” dt =
0

(c) On vérifie aisément u,, — 07 et u,41 < u,. Par application du critére spécial
des séries alternées, > (—1)"u, converge.

(d) Par monotonie
Up + Un+2 S 2un S Uy + Up—2.

On en déduit u,, ~
converge si, et seulement si, a > 0.

Exercice 7 : [énoncé]

(a) |un| ~ 1/n? donc la série 3" u, est absolument convergente donc convergente.

On applique le critére spécial et on conclut que _ w,, converge.

(b

)
(€) up = n+1 “+0 <n2> et on peut conclure que Y u,, converge.
)

T 3T (=) *t3a 1
+8n+o(ﬁ)>_8n+o z

Uy = COS (mr + =

donc " u,, converge.

ﬁ puis par comparaison de séries & termes positifs, )tz

Exercice 8 : [énoncé]
11 s’agit d’une série alternée.

1TL
InVn!==) Ink
nvn n;n

et ainsi In ¥/n! est la moyenne arithmétique de In1,In2,...,Inn et donc

In V/n! <In "%/(n+1)!
puis
1 S 1
Yn T R/ (n+ DI

De plus par la croissance de la fonction z +— Inx,
1 & rm
—Zlnkz— Inzder=Inn—-1— +c0
n 4= n Jy

et donc

— '—>O.

n!

Finalement on peut appliquer le critére spécial des séries alternées et conclure.

Exercice 9

On a

: [énoncé]
sin(nﬂ' + W) = (—1)"sin L (ki + 0(13)
n n n n

donc la série est semi-convergente.

Exercice 10 : [énoncé]

On sait cos(nm + x) = (—1)" cos(z) pour tous x €R et n € Z.
Par le développement limité

1 1 1
ujO =u-— §u2 + gu?’ - ZU4 + o(u4)

i l—i-1 L 1 + 1 ! +o0 1
n =4+ — - = —
n n  2n?2  3n3  4n4 nt

In(1+ w)

on écrit
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donc La série de terme général
(=D"
T n T s n 1 ZZ 1
= CoS ——4+———-—+o| = =1
tn T2 T3 T w2 n? vk
converge en vertu du critére spécial.
n T 0 1 On a
= —1 _— _— — _—
(-1) cos( 2+3n 4n2+0<n2>> ) N < ) ) )
~n 1 N 1),
Xkt 77) (Eiagp) /4

donc par comparaison de série & termes positifs il y a divergence de la série de

T s 1 terme général
Up = (=1)"sin| — — — +o| =
n=(1 <3n mE <n2)> 1 N ( 1 )
o .
n 1 \2 n 1\2
(Xt ) Xkt 77)
Par sommation d’une série convergente et d’une série divergente la série de terme

n T nt1 T 1 énéral diverge.
tn = (=1)" 0+ (=1) “w“’(w) : :

Sachant cos(z — %) = sin(z), on obtient

Enfin, le développement ® limité sin(u) = u + o(u?) donne

=an =bn

o . . L L Exercice 12 : [énoncé]
Le terme général a,, est alterné et général décroit vers 0 en valeur absolue, la série

> ay, est donc convergente. (a) On a
Le terme général b, est dominé® par 1/n? et la série > b, est donc absolument - (=" ) 1
convergente. " 2\/n n3/2
Par opérations, la série Y u,, converge. donc S u,, converge.
(b) On a
Exercice 11 : [énoncé] n n
. y ) B (-1) _ =1 1
Par comparaison avec une intégrale : Uy = - = s— to 5 .
lnn—!—(j) +o(2) Inn nln“n nln“n
n
1
Z ﬁ ~ 2V/n. Or la série de la série de terme général ﬁ est absolument convergente
k=1 (utiliser une comparaison avec une intégrale) donc > u, est convergente.
On a alors (c) On a
1" 1 1
= (~1)" 1 un:( ) + 3 to 2 /"
Un n 1 1 Inn (Inn) (Inmn)
Zk:l Vk 1+ én%
k=1 n
1) v La série de terme général (1_nlr)L est convergente alors que la série de terme
-1 1 1
= 22_1 ﬁ + (ZZ 1 %)2 + O((Z: 1 \})2> général ﬁ + O((lnl’rb)2) est divergente par équivalence de séries & termes
= =1 V/k =1 Vk

positifs. On conclut que > u, est divergente.

6. On peut aussi dire qu’il est négligeable devant 1/n'-! mais lui appliquer le critére spécial
n’est pas possible & cause du terme 0(1/n2) qui empéche ’étude de monotonie.
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Exercice 13 : [énoncé] On a

1 1 (=)= 1 o eivE
vnZ+l=n+ 57 +O[ -z | donc u, = *—— + O( - | est terme général d’une Sp, — Sa, =
série conver, k=an+1 vk

gente.
et donc par construction
I & 1

Exercice 14 : [énoncé] Re(Sy, — Sa.) > — Z i
Puisque u,, — 0, il revient au méme d’étudier la nature de la série de terme V2 vk

général
Uy, = U2p + U2n+1-

Or
sin(ln 2n)

B sin(In(2n + 1)) — sin(In 2n)
T on2n + 1) '

2n+1

sin(ln2n) 0 1

2n(2n +1) n?
et d’autre part en vertu du théoréme des accroissements finis, il existe ¢ compris
entre In 2n et In(2n + 1) tel que

D’une part

sin(In(2n + 1)) —sin(In2n) _ cos(c)(In(2n+1) —In2n) o 1
2n + 1 B 2n + 1 - \n2)’

On en déduit que v, = O(l/nz) et donc la série de terme général v,, est
absolument convergente donc convergente.

Exercice 15 : [énoncé]

Montrons que la série étudiée est divergente. Notons 5,, la somme partielle de rang
n de cette série. Nous allons construire deux suites (a,,) et (b,,) de limite +o00 telles
que Sy, — S,, ne tend pas zéros ce qui assure la divergence de la série étudiée.
Soit n > 1 fixé. Les indices k vérifiant

QnK—ZS\/ESer—&—Z

sont tels que
Re(e'VF) >

Nl

Posons alors

an = |2nm —7/4] et b, = [2n7 + w/4].

k=an41
Puisque la fonction ¢ + 1/1/t est décroissante, on a la comparaison intégrale
b, k+1 dt

1
Re(Sh, — Sa.) > — <
Sz 2 ) v

=V2(Vbn +1—Va, +1).

Or
2

by — an 2
Voo +1—Va, +1 a N

:\/bn+1+\/an+1N4n7r 2

donc S, — S, ne tend par 0 et 'on peut conclure que la série étudiée diverge.

Exercice 16 : [énoncé]
Quand z — 0, on a

VIl T o).

1+

On en déduit

(=1)"/n® (=D"/n® 1
un:/ \/|x|dx—/ x\/x|dx+o(w>.
0 0

Par parité

C(-pr2 2 1
Un = "3 3aj2 ~ pppa/2 +o npas2 )

Par le critére spécial des séries alternées, la série de terme général (—1)"/n3%/2
converge et par équivalence de séries & termes de signe constant, la série de terme
général

2 1 2
“insarz T\ Earz ) Y T Eppar

converge si, et seulement si, 5a/2 > 1.
On en déduit que la série de terme général u,, converge si, et seulement si,
a>2/5.
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Exercice 17 : [énoncé] Exercice 18 : [énoncé]
Notons respectivement a,,, b, et ¢, les termes généraux des séries étudiées. . (k.
a) R, est le reste de rang n de la série ~—— qui converge en vertu du
k>1 7 &
(a) On détermine un équivalent de a,, a Uaide de la formule de Stirling. critére spécial.
On sait (b) Par décalage d’indice sur la deuxiéme somme
n n too k too k+1 too k
n n 1 (=1 (=1 (=1
n!  ~ 27m(> donc a, = ~ . R,+Ryt1 = + —_— = e
n—+4o0 e " e - n! n—too \/2mn " " k:zn;',-l k k:zn;i-l kE+1 k:zn;& k(k) + 1)

- P 1 . 1 - , L. .
Or la série de terme général T diverge car il s’agit d’une série de Riemann (¢) Puisque
d’exposant o = 1/2 < 1. Par équivalence de séries a termes positifs, on peut (—1)n+1

affirmer la divergence de la série > a,. R, — R, = S

(b) Par calcul asymptotique, on détermine un équivalent de b,,. on &

N o VL o o

Par le développement limité cos(u) = 1 — 2u® 4 o(u?) quand u tend vers 0, n+1 W k(k+1)

1 1 1 Or par le critére spécial
In| cos| — = In({l—— +o|l = .
n n—+o00 In2 n2 .

f/ﬁn :O(rﬂ)

On poursuit en écrivant In(1 + u) = u + o(u) et 'on obtient

1 1 1 1 donc
= — = - J— ~ JEE— —1 n+1
bn =In <COS<n)> n—+oo  2n? + O<n2> n—+oo  2n? R, ~ L
2n
Or la série de terme général % converge car il s’agit d’une série de Riemann (d) Comme
d’exposant o = 2 > 1. Par équivalence de séries & termes de signe constant, R — (=1t 1o =
on peut affirmer la convergence de la série ) b,. " 2n n2

(c) Il n’est pas possible de proposer un équivalent du type « série de la serie 3 Ry, est convergente.

Riemann » au terme général étudié mais on peut cependant le

comparer & une telle série.
Exercice 19 : [énoncé]

En écrivant les puissances sous forme exponentielle, A partir du rang n = 2, on peut applique le critére spécial des séries alternées. Le
9 reste étant majorée par la valeur absolue du premier terme
2, _ " _ _ — _
nen =7 exp(2In(n)—v/nn(2)) e eXp( \/ﬁln(Z)—&—o(\/ﬁ)) P 0. oo 1
P )
On en déduit que c,, est négligeable devant 1/n%. Ce terme est positif et =0 (2n)!

terme général d’une série convergente, la série Y ¢, est alors absolument
64
convergente et donc convergente. avec |r| < 57 donc x < 0.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017 Corrections 19
Exercice 20 : [énoncé] et donc
Par découpage u, = e* — 24+ 0((e* —2)?)

XD gingt avec

I= —dt

S5

e n—2=2(e"™ —1) = —2r, + O 2)—(*1)n+1+0 !
donc par translations erTemsle =T )= n2 )’

Ainsi,

sm n7r+t
I = dt
Z/ n7r—|—t

puis la relation proposée.
I se percoit alors comme somme d’une série vérifiant le critére spécial des séries
alternées, sa somme est donc du signe de son premier terme & savoir positif.

Exercice 21

(a)

: [énoncé]

Si (vy,) est une suite alternée dont la valeur absolue décroit vers 0 alors la
série Y v, converge.

Ce résultat s’obtient en constatant ’adjacence des suites extraites de rangs
pairs et impairs de la suite des sommes partielles.

La suite (s,)n>1 converge en vertu du critére spécial énoncé ci-dessus. En
fait, il est « connu » que (sy)n>1 tend vers In2 et donc (uy,),>1 tend vers 0.

On peut écrire
Sp=In2—17r,

avec .
& -1 k+1
CEDIES =
k=n-+1
On a
(-1" S e 1
n — I'n - t n n - =0(—=
e + T Z k(k+1) n?

k=n+1

k1 .
car par, application du critére spécial a la série > (k(llle on peut majorer le

reste par la valeur absolue du premier terme qui ’exprime. On en déduit
(_1)7L 1
Ty = ol —=).
" 2n + n?

In(z) = z—1+0((z—1)%)

r—1

On sait

_1\n+1
Uy = 7( ) +O<12>-
n n

La série Y u,, converge car c’est la somme d’une série vérifiant le critére
spécial et d’une autre absolument convergente.

Exercice 22 : [énoncé]

Dans chaque étude, on note S,, la somme partielle de rang n € N* de la série
étudiée.

(a) Les premiers termes de la série sont

1 1
12’

1 1 1

i 11
b b 787 97 107 117"’

G| =
| =
3|~

il
31

On regroupe par paquets les termes successifs de méme signes.

Pour m € N¥,

m2—1 : m (k+1)% -1

(—1)Lvil 1
Se= > O (eoe  Y)

i=1 k=1 i=k2

Introduisons
(k+1)%2-1
UL = Z pour tout k£ > 1.

i=k?

A T'aide d’une comparaison avec une intégrale

(k+1)%2-1 dt
L
et de fagon semblable

/’“2 dt
Ug—1 = —
(k=12 t

(k+1)*

UkSZ/

k-2_
i=k2

2
= ln((kjkl)2> pour tout k > 2.
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Or on observe
(k+1)2-1 < k2

-1 = (k- 1)

- (k> —1)— (k—1)*((k+1)*—1) =2k(k—1) > 0.

On en déduit que la suite (uy)r>1 est décroissante et, puisqu’elle est aussi de
limite nulle, on peut assurer la convergence de la série > (—1)*u,. Ainsi, la
suite (S,,2_1) est convergente.

Cela ne suffit pas encore pour conclure : il faut étudier la convergence
de la suite (S,) et non seulement celle de la suite extraite (S,,2_1).

Pour tout n € N*, introduisons m = |/n| de sorte que m? < n < (m + 1)2.
Les termes d’indice compris entre m? et (m + 1)? — 1 étant tous de signe
constant, la somme S, est comprise entre Sy,2_1 et S(41)2_1. Or ces deux
sommes convergent vers S et, par encadrement, on peut conclure que (S,)

converge aussi vers S.
—1)Lvl
n

Finalement, la série ( est convergente.

Dans cette étude, les termes successifs de mémes signes sont plus nombreux
que dans I’étude précédente et on remarque, pour m € N,

LeerlJ—l

Sjemtij—1 = Spem = (=1 > 5
i=le™]+1

car In(i) € Jm;m + 1[ pour tout i compris entre [e™ |+ 1et? [e™+1] — 1. On
en déduit

LeanlJ_l Lem+lj
1 dt m—+1
Semey =S = > bz [0 (L)
i=lem |41 ' lem]+1 ¢ le™] + Mmoo

. . . ) _1ylmnn)]
ce qui est incompatible avec une éventuelle convergence de 3 (Gt kiR

n
cette série diverge.

Exercice 23 : [énoncé]
La fonction x — +/x étant croissante,

n n n+1
/ ﬁdxﬁZ\/ES/ Vrdx
0 i 1

7. On peut méme faire varier i jusqu’a |e™%!] si I'on tient pour acquis que e

m+1 n'est pas un

entier.

et donc

S VR~ .
k=1

1l y a donc convergence de la série de terme général u, si, et seulement si,o > 5/2.

Par ’encadrement qui précéde :

0<I§\/%—/Onﬁdx</n

n

+1
Vzdr <vn+1

donc

S Vi = 0?2 4 O(vi)
k=1

puis

" 1
(=1)"un = 3p0—3/2 +O<na—1/2>'

Pour a > 5/2 : il y a absolue convergence comme ci-dessus.

Pour 3/2 < a <5/2 : il y a convergence par somme d’une série convergente et
d’une série absolument convergente.

Pour aw < 3/2 : il y a divergence grossiére.

Exercice 24 : [énoncé]
On a

U, = (1" (1 -

ne/2

(=" 1 (=) 1 1
one +0 n2a ) | T pa/2 _2n3a/2+o noe/2 |)°

Si a <0 alors uy, />0 donc ), 5, uy diverge. Sia >0 alors 3, -, CDU

Si ‘%a > 1 alors
1 1
T op3a/2 + O(n5a/2>

est le terme général d’une série absolument convergente et donc <, u,
converge.
Si 32 <1 alors

1 0 1 -1
“opsarz VO parz | ~ 5802

(de signe constant) est le terme général d’une série divergente donc ) - .
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Exercice 25 : [énoncé]
Par développement
(=" _ 1

ne 2n2o

Up =

1
o nT(x :anrwn

_ = _ 1 1
Un = na etwn—_m‘f’O n?a

> vy, converge en vertu du critére spécial des séries alternées et »  w,, converge si,
et seulement si, 2« > 1 par équivalence de termes généraux de séries de signe
constant. Au final, Y u, converge si, et seulement si, a > 1/2.

avec

Exercice 26 : [énoncé]

Ona )"\ (—D7 11 1
1n<1—|— na )Z na _2n2a+o<n2“)'

LN PRy —1)" P P
Par le critére spécial, ( na) est terme général d’une série convergente.

Par comparaison de séries a termes positifs

11 1 11
Toza PO\ ) Y T
est terme général d’une série convergente si, et seulement si, a > 1/2.
Finalement, la série étudiée converge si, et seulement si, a > 1/2.

Exercice 27 : [énoncé]

On a
(=)™ 1 a (=" (a+1) 1
n=1In(1 ——In(14+—) = — O .
“ n( + vn 2 + n vn 2n + n3/2
Par suite, la série Y u,, converge si, et seulement si, a = —1.

Exercice 28 : [énoncé]
(a) Sia <1 alors
= 1
D e o T
k=1
et donc u, = 0sia€[0;1], up, > 1sia=1et (u,) diverge si a > 1.

Sia > 1 alors (Zz_l 7 | converge et donc (u,) aussi.

(b) Casaa<leta=1:u,=1, v, =0et on peut conclure.
Casa<letac[0;1[:£=0, v, = up, nv, = 2t gwlna ) car

S
k*  a—1ne-l’

k=1
Casa=1letac[0;1[: £ =0, v, =u, =enrtrtol))na _ \plna donc S v,

converge si, et seulement si, Ina < —1 i.e. a < —1/e.
Casa>1:0=aXiZiar,

s RE ¢
n = e - k=n X 1 ~ _g - = )
v (e +1 ) k:;rl o (o — Dno—1

Ainsi > v, converge si, et seulement si, o > 2.
Dans chacun des cas précédents, on peut appliquer le critére spécial aux
séries alternées et affirmer que > (—1)"v, converge.

Exercice 29 : [énoncé]

On a
<n+p> _(tptp-1.. . (n+1) 1,
P p! P!
donc e
o~ 2
nbe

Par équivalence de séries a termes positifs, la série numérique > v,, converge si, et
seulement si, « > 1/p.

donc la suite (Jwy|) est décroissante. De plus elle de limite nulle, le critére spécial
des séries alternées assure alors la convergence de > w, pour tout a > 0.

Exercice 30 : [énoncé]

(a) L’intégrale étudiée est bien définie pour a > —1. Par le changement de

variable proposé
/”/ S /+°° dz
o  1l+asin®t) Jo 1+ (1 +a)a?
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puis en posant u = xv/1 4+ a (b) Pour définir u,, il est nécessaire de supposer a > 0.
/2 Par application du critére spécial des séries alternées, v, étant le reste de la
g dt 0 .
— série Z est du signe de (—1)" et |v,| < — 0.
- = . +1 a n+1
/0 1 +asin’(t) 21+a De plus e ) (D=
+o0o +oo
i 1) (—1)”
(b) Par symétrie Onl = [vnatl = B Gl L o S Gl L
fon] = ool z_:(p+n+1)“ Z(p+n+2)“
T w/2 p=0 p=0
/ dt 2/ dt d
= onc
o 1+ (nm)esin®(t) o 1+ (nm)esin?(t) +00 1 1
Up| — |Uny1] = —1)? — .
et par le calcul qui précede [on] = fone1] pz::()( ) ((p+n+ 1)« (p+n—|—2)a>
/’T dt T ql-a/2 Par le théoréme des accroissements finis
o 1+ (nm)esin®(t)  /1+ (nm)> ne/2 1 1 a

2)e - 1) - a+1
Par équivalence de séries a termes positifs, la série étudiée converge si, et (p+n+2) (p+n+1) (cn)

seulement si, a > 2. avec ¢, € lp+n+1;p+n+2[
(¢) Par monotonie, on a encadrement La suite (¢,,) est croissante donc on peut appliquer le critére spécial des séries
alternées a ) )
(n+1)7 (n+1)m (n+1)7w
/ 2 5 S/ Lgﬁ/ = e Z(_l)p<( +n+le +n+2)a)
- 1+ ((n+ D)m)esin®(t) =~ Joux L+tosin®(t) = Jon 1+ (nm)@sin®(t) p p

et conclure que sa somme est du signe de son premier terme. Au final, (|v,|)
est décroissant et en appliquant une derniére fois le critére spécial des séries
alternées, on conclut que > v,, converge.

Par comparaison de séries a termes positifs, la convergence de la série
actuellement étudiée entraine la convergence de la précédente et inversement.
La condition attendue est donc encore av > 2.

(d) Les sommes partielles de la série étudiée ci-dessus correspondent aux

intégrales suivantes Exercice 32 : [énoncé]
n
/ dt72 . (a) On a
o 1+t>sin“(t) ol
ik _
La fonction intégrée étant positive, la convergence de l'intégrale entraine la =Im (Z ¢ > Im( 1_¢ )
convergence de la série et inversement. On conclut que l'intégrale étudiée
converge si, et seulement si, a > 2. donc 1 in 5
1—e
Sal < e ‘ .
[Zn] < L—et | = |1 —eél
Exercice 31 : [énoncé] et la suite (X,)n>1 est effectivement bornée.
(a) Pour définir w,, il est nécessaire de supposer o > 1. (b) On a
Par comparaison avec une intégrale, on montre Sy — Y1 LIS % nol oy .
S = - T = =_f _
11 " Z k Z k k+1
~ i k=1 =1 k=0
Up, a1
@ " donc .
Par comparaison de séries a termes positifs, > u,, converge si, et seulement Z 2 Xn
si, a > 2. k(k+1) n+1
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() (an — ant1)Sn = O(an — ant1) et la série & termes positifs > a, — apy1 est

Or nz—fl — 0 car (X,) est bornée et O( est le terme général

(’”1) k2 convergente.
d’une série absolument convergente. On peut donc conclure que (.Sy,) (b) En séparant la somme en deux et en décalant les indices
converge.
n n+1
> (ak — aks1)Sk = Z arSk — Y agSk-1
k=0 k=0 k=1

Exercice 33 : [énoncé]

(a) Par sommation géométrique puis en regroupant

= Re <§n: eik9> _ Re<ei(n+1)9 - 1) > (ax — ar41)Sk = aoSo + Zak Sk = Sk—1) = An415n
k=0
k=0

elf — 1 k=1
d avec a,4+15, — 0.
once eilnt1)0 _ 9 Par suite > a, (S, — Sp—1) est convergente.
S| < o0 _ 1 ‘ < 0 — 1| (c) gn agpliq}le le résultat précédent a a,, = 1/n et S, = > ,_, cos(kz). (Sy) est
ien bornée car
(b) On a n
g i Dax/2
N N N1 N Sn =Re Ze"” = cos(mc)w.
Z u Z Sn Sn Z Sn S, + SN k=0 sm(z/2)
n = — = = ———— — X0 .
i on mgntl = n(n+1) N+1
Or g Exercice 35 : [énoncé]
v _1:1 — 0 et On a . -
. Lein? 1
S» = Re <Z e‘w) = Re (6196101)
% O( ) donc la suite des sommes partielles de la série de terme k=1 ¢
général u,, converge. donc 92
(C) On a |S7L| S |e19 _ 1| = M@'
_ cos 2z +1
|cos | > cos® 9 Posons f(z) = ?\/_51
donc 1
S cos(2nf) 1 f(z) = s@—1) -z I C (z+1) <0
funl = =5 o Vale 17 2a(e - 1)

Si 0 =0 [n] alors |u,| > - et donc ) |uy,| diverge. donc f est décroissante sur [2;+o0l.
Si 0 # 0 [n] alors par ce qu1 précede la série Y M converge et puisque la uy = f(n)cos(nd) = f(n)(Sn — Sn—1) donc
série de terme général = diverge, par opérations, la série de terme général N N N N
|un| diverge. Sun =Y f(n)S Z F+1)S, = (f(n)—f(n+1)) Sut+f(N+1)Sn—f(2)S1.

n=2 n=2 n=1 n=2

Exercice 34 : [énoncé] Or f(N +1)Sn N 0 car Sy = O(1) et f —= 0
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De plus
[(f(n) = f(n+1))Sa| < My(f(n) — f(n+1))

avec Y f(n) — f(n + 1) série convergente (car f converge en +o00) donc par
comparaison Y. (f(n) — f(n+1))S, est absolument convergente.
Ainsi par opérations, <Zg_2 Up, converge et donc Y u, converge.
N>2
On a
Vn

lun| =
n—1

vn

|cos(n0)| >

2
0).
7 cos (nd)
Or cos2a = 2cos?a — 1 donc cos?a > 1

vn
~on—1

5 cos2a + 1 puis

NG
n—1

—_

1
[un| > cos(2nd) + 3

En reprenant ’étude qui précéde avec 20 au lieu de 0, on peut affirmer que

Z %n\{ﬁl cos(2nf)

1vn 1
2n—1 "~ 2/n"
Par comparaison, on peut affirmer que >_|u,| diverge.

converge tandis que 2( ) diverge puisque

Exercice 36 : [énoncé]
Posons
n
=D %
k=1
On a
N N N N-1
D P D Ok T P
n=1 n n=1 n=1 n n=0 n+ 1
donc

—~n “nh+tl) N+1

Or Nﬁl — 0 car (Sy) converge et est le terme général d’une

1
n(n+1) 0(712

Z

série absolument convergente. On peut conclure que la série ) -, %= converge.

Exercice 37 : [énoncé]
Le cas a = 1 est entendu. Etudions o € |—o00; 1.
Par I’absurde, supposons la convergence de ) 22 et introduisons
n
ag

=
k=1

Sp =

de sorte que S, — Sp,—1 = a,/n®.
On peut écrire

puis

La suite (S,,) est bornée car convergente et

- 1 1
3 (SR

k=1

1
=1l-——— =1
P) =1

il y a donc absolue convergence de la série

ZS”(nll—a - (n +11)1—a>

et 'on en déduit la convergence de ) %=.
C’est absurde.

Exercice 38 : [énoncé]

(a) On peut écrire

n n n+1 n
PRITESD I BRI STFICY
k=1 k=1 k=2 k=1

Montrons que la convergence de > u,, entraine que nu, — 0.
Posons S, les sommes partielles de > u,-

Par la décroissance de u,, on a 0 < nug, < S, — Sp.

Par suite nus,, — 0 et aussi 2nus, — 0.
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De facon semblable, on obtient nus,+1 — 0 puis (2n + 1)ug,4+1 — 0.

Ainsi nu,, — 0 et donc
—+o0

n
E Vp — U .
n—-+o0o
k=1 k=1
(b) Supposons que la série de terme général v,, converge.
Si la série de terme général u,, converge alors u, — O.

Inversement, supposons que u, — 0. On peut écrire

+oo +oo v
K
Un = (ug — tgg1) < -
k=n k=n

On a alors
+oo +oo
n
0 <nu, < g Evkg g V.
k=n k=n
Puisque la série des v,, converge,

—+oo
Z v — 0 puis nu,, — 0.
k=n

La relation (*) entraine alors la convergence de > u,,.
(¢) u, =1 convient, ou si I'on veut une suite non constante, u,, =1+ -3

Exercice 39 : [énoncé]
Posons

Sn = Zak.

On peut écrire
n n

Zai = Zak(Sk - Sk—l)-

k=1 k=1

La suite (S,) converge, elle est donc bornée par un certain réel M.
D’une part a,, — 0 et donc a, 1.5, — 0.

D’autre part ‘(ak — ak+1)5k] < Mlay, — ag+1| et donc la série Y (an — ant1)Sn

converge absolument.

Par addition de convergence, on peut conclure que la série > a? converge.

Exercice 40 : [énoncé]

On a
2N+1 (—1)" N
Z ln(l + > = Zln(2kz+ 1) =In(2k+1)=0
n=2 n k=1

et
2N n 2N+1 1\n
Zln(1+ (=1) ) =3 ln<1+ ) ) +0(1) =0
n=2 n n=2 n

donc

§1n<1 + (_;)n) = 0.

Exercice 41 : [énoncé]
Le terme

+oo _1)*
b=y Y

k=n

est bien défini en tant que reste d’une série alternée satisfaisant au critére spécial.

Pour N < K entiers,

N K (_q\k N k 1)k K N (_|\k
yytroyyth. y ek

n=1k=n k=1n=1 k=N+1n=1

En séparant la somme en deux et en reprenant 'indexation de la deuxiéme somme

n n n—1
pOLIES ST S
k=1 k=1 k=0
ce qui donne (sachant Sy = 0)

n n
2
E ay = E (ar — ak+1)Sk + Ant15n-
k=1 k=1

D’une part

D’autre part
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En passant & la limite quand K — +o00

N N (_qyk
Zlunzz( k)

k=

00 k

(=1

+N Y o
k=N+1

Ju

Or

donc quand N — +o0,

Ainsi Y u, est convergente et

+oo
Z Uy = —1n 2.
n=1

Exercice 42 : [énoncé]
Par sommation géométrique

n 1

1— n+1

Z up = / a: sin(mz) da.

o 1—=x
k=0
Posons
I /1 sin(mrz) e

o l—=

Cette intégrale est bien définie car la fonction intégrée se prolonge par continuité

en 1.
n 1 .
Su-i) < [ e s B
o 0 - n -+
avec
M = sup sin(mx) .
o] L=

On conclut que ZZ:O up — I puis par changement de variable

n T,

sint
Suo [ T
k=0 0

Exercice 43 : [énoncé]

Pour t = —1,

(=) = —(m 4+ 1)(n+1)

ce qui permet de conclure.

Pour t # —1,

n

i=0 j

Quand m — +oo,

si |t| < 1 et diverge sinon. Aussi, quand [¢| < 1

et quand n — 400

On conclut

)

_q)itdgititl )il
(1) > (1) i
7=0 =0
Z(_l)i+jti+j+1 _ Z(_l)i !
i—0 i — 1+1¢
=0 j=0 =0
n pitl 1 — (—¢)n+l
S =
pre 14+t (1+1¢)
1— (*t)n+1 . t
(1+1¢)2 (1+1t)2

n o t
: : 2 2 _1\ttHipiti+l

i=0 j=0

Exercice 44 : [énoncé]
Par sommation géométrique

d’otu la conclusion.

=0

n n+a

zo ! T
— 71 k_k+a—1 71 n+1
14+ =z kZ:o( e +(=1) 1+x

' ko kta—1 +1 tante ~ (-1)*
-1 o7 d -1)" dz =
/0()JL‘ x+(-1) /01+x$ Z;)k++n
! 1
|f3n|§/ "t dr = ——— 50
0 n+a—1
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Exercice 45 : [énoncé]
Tout d’abord la série converge en vertu de la régle de d’Alembert (en traitant
x = 0 séparément)

Puisque
" d [ <& 1—antly’ x
ka* = z— k= —
St (S () o

on obtient

ka lfx)2

Exercice 46 : [énoncé]
Par sommation géométrique

N —1)" N 1 11_ _4)N+1
£ [ [

n=0 n=0
Or . )
(=Nt / AN+4 1
L dt < [ "V dt = -0
/0 14t ~—Jo 4N +5
donc Z T +: converge et
X (= _/1 dt
—dn+1  Jo 1+
Enfin

Loqe 1 242
1= In + 7).
o 1+t 44/2\ 2—+2

Exercice 47 : [énoncé]
Introduisons la série entiére de somme
400
x4n+3

S(z) = 7;) (4n+1)(4n+3)°

On vérifie aisément que son rayon de convergence est égale & 1 et que sa somme
est définie et continue sur [—1;1] par convergence normale.

Sur |-1;1]

Pour = # 0

On en déduit que sur |—1;1]

11—t

/f /t du

= t —
0 o 1—u
Par intégration par parties

1., Eodu 171 [t —?
Sle) = [2“ ‘1)/0 1_u4]0+2/0 o

S'(x) za:/ _dt
0

puis

et ainsi

Quand z — 1~

donc

On en déduit

+oo ) )
2 Gpmry W F

Exercice 48 : [énoncé]

(a) a) Une comparaison série intégrale est inadaptée, f n’est pas monotone
comme en témoigne ses changements de signe. En revanche :

w=[ " f) — f)de
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()

Or par le théoréme des accroissements fini,

f(@) = f(n) = f(ce)(x = n)

avec ¢; € |n;xl.
Apreés calcul de f'(z), on en déduit

puis u, = O(n4/3)

La série de terme général fn+1 f(t) dt diverge car fo t)dt = 3sin(n'/?)
diverge. En effet si sin(n!/?) convergeait vers ¢ alors par extractlon sin(n)
aussi et il est classique d’établir la divergence de (sin(n)). On en déduit que

> % diverge.
11 suffit de reprendre la méme étude pour parvenir a la

mémeu,, = f:’“ f(z)dz — f(n) conclusion.

1 2
[F@) = )| < 535 + 5575

Exercice 49 : [énoncé]

(a)

La fonction f’ est bien définie et continue par morceaux sur [1;+o0].

On a
cos(Inz) — sin(ln z)

f'x) =

22
et donc

(@) < =

5
x

La fonction x + 1/22 étant intégrable sur [1;+oo[, il en est de méme de f’

par domination.

Par intégration par parties

| swai= [= - ns)

n

[ a-o- v

n—1

wl< [ - @-mlr@las [ 1]

L’intégrabilité de f’ permet d’introduire f1+°°’f’(t)| dt et d’affirmer que les
sommes partielles de la série > |u, | sont majorées via

N N d +oo d
< ! < ! .
;|un|_u1+/l 70| t_\u1|+/l /()] dt

La série Y u, est alors absolument convergente.

donc

(c) Par I'absurde, supposons que la suite (cos(lnn)) converge. La suite extraite
(cos(In2")) = (cos(nln2)) aussi. Notons £ sa limite.
Puisque

cos((n+1)In2) + cos((n — 1) In2) = 2 cos(nIn 2) cos(In 2)

on obtient & la limite 2¢ = 2¢ cos(In 2) et donc ¢ = 0.
Puisque

cos(2nIn2) = 2cos?(nln2) — 1

on obtient aussi & la limite £ = 2¢? — 1 ce qui est incompatible avec £ = 0.
(d) Puisque

/”1 f(t)dt = — cos(lnn) + cos(In(n — 1)).

La divergence de la suite (cos(Inn)) entraine la divergence de la série

> o

Ft)dt

Enfin, puisque la série > u,, converge, on peut alors affirmer que la série

> f(n) diverge.

Exercice 50 : [énoncé]
La fonction f, est continue, strictement décroissante et de limites +o0o et 0 en n
et +00. On en déduit que f,, réalise une bijection de |n ;+oo[ vers |0; +oo[. Ainsi,
pour tout a > 0, il existe un unique z,, > n vérifiant f,(z,) = a.

On a

- modt
1 —— =In(1
n(nt1ty) = Zn+1+y k ZlH—y Z/ 1t+y /0 t+y n<+

Pour y =

k=1

e“ 1’

f(n+1+y)§ln(1+(ea—1)):

et par suite

Aussi

Pour y =

‘T7l —

n—1

fty) =3 —
k

:0y+k

Tn Z

/n dt ( n)
> —— =In(1+—).
o Tty Y

=, f(n+y) > a et par suite

e —1°

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD

n

Y

)



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections 29

On en déduit

n e’n

@ —1 eri—_1

Ty ~ N+

Exercice 51 : [énoncé]
On remarque

+oo 1 " 1+o<> k
”?(wek):n,?@(n)

avec p: z — Sel/?,
La fonction ¢ est décroissante en tant que produit de deux fonctions décroissantes
positives. Par suite

(k+1)/n 1 [k k/n
[ ewarsto(R) < [T s
k/n no\n (k—1)/n

En sommant et en exploitant ’intégrabilité de ¢ au voisinage de +oo

too g X1 sk ‘oo g
/ —Qel/tdtg E w() S/ —Qel/tdt.
Lt = n\n (n—1)/n t

+o0 Foo

1 +oo 1 . too

/ 76% dt = {—el/t} =e—1et / Ser dt = [—el/t} — e—1.
1 0 1 (n—1)/n t (n—=1)/n

Par encadrement

Exercice 52 : [énoncé]

La fonction t — f(e™") est décroissante et positive donc, par théoréme de
comparaison série intégrale, I'intégrale f0+oo f(e7") dt et la série > f(e™™) ont
méme nature.

Par le changement de variable C' bijectif u = ef, I'intégrale fOJrOO f(e*t) dt & méme

nature que f;roo if(i) du.

La fonction u — % f <i) est décroissante et positive donc, par théoréme de

1
u

comparaison série intégrale, I'intégrale f;roo 1y ( ) du et la série 3 L f (i) ont

meéme nature.

Exercice 53 : [énoncé]
La nature des séries étudiées se déduit de l’étude des intégrales associées.

La fonction f’ est continue, décroissante et positive, la nature de la série Y f'(n)
se déduit de I’étude de la limite quand z tend vers +oo de

x

x
[ rwa=[r0] =@ - s
1
La série Y f'(n) est donc convergente si, et seulement si, la fonction f admet une
limite finie en +o0.
Parallélement, la fonction f’/f est aussi continue, décroissante® et positive. La

nature de > % se déduit alors de la limite quand « tend vers +oo de

1

[ 50 = [m(r)]! = m(s) - m().

Par composition de limites, la fonction f admet une limite finie en +oco si, et
seulement si, In(f) y admet aussi une limite finie. On en déduit que les séries

ST f(n)et ];I((:)) ont méme nature.

Exercice 54 : [énoncé]

(a) On réalise une intégration par parties ot l’on intégre pertinemment la
fonction constante égale a 1.

Pour les fonctions u et v de classe C! déterminées par

on obtient

k+1
/ Ft)dt
k

I
NI = —
/N
~
\
ol
\
N
~~_
~
—
~
e
B B
+
—
\
:N
S
+
—
7 N\
~
\
>
\
N
S~
=
—
N2
o,
~

Le facteur de f’(t) dans lintégrale change de signe en k+1/2. On
découpe cette intégrale en ce point afin de pouvoir ’encadrer.

8. Les fonctions f’ et 1/f sont décroissantes et positives donc leur produit est une fonction
décroissante.
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Par décroissance de f’, on sait f'(t) > f’(k) pour tout ¢ € [k;k + 1/2]. Par
intégration en bon ordre, on obtient alors

k+1/2 1 / k+1/2 1 /
/k <k+2—t>f(t)dt2/k (k+2—t)f(k)dt
——

20 k+1/2

s(k+5-1) f’(k)] =g

On procéde de méme en partant de f'(t) < f'(k+1/2) pour t € [k;k + 1/2]
et 'on obtient I’encadrement

;ff<k n ;) < /:+é (k+ % - t)f’(t) dt < éf’(k). (1)

De la méme facon, on obtient aussi
1 1 ko 1 1
—flk+= g/ k+=—t) f)ydt<—=f(k+1). (2)
8 2 k:+% 2 8
<0 f(R+1)S-<f'(k+1/2)

En sommant les encadrements (??) et (?7), on acquiert celui attendu
k+1 1 1
0< [ fOa= (1) + £+ 1) < GG = £+ 1),

(b) Pour n € N, le terme 5, est la somme partielle de rang n de la série de terme
général

k+1 1
Uk:/k: f(t)dt—i(f(k‘)-i-f(k—i—l)) pour tout k € N.

L’étude qui précéde donne 0 < ug, < f'(k) — f'(k + 1). Or la série de terme
général f’(k) — f'(k + 1) a la nature de la suite (f’(k)) et cette derniére est
convergente car la fonction f’ est supposée de limite nulle. Par comparaison
de séries & termes positifs, on peut affirmer la convergence de la série de
terme général ug, c’est-a-dire de la suite (S,,).

(c) Par intégration par parties, on a

| sae=

—/nlxln(t)dt:— {tln(t)}?—l—/ndt:—nln(n)+n—1.

De plus, on a aussi

%f(l) Q)+ f—1) + %f(n) ~ (n!)+ %m(n).

Or la fonction f satisfait les hypothéses de I’étude en cours et 'on peut donc
affirmer que

Sp =-nln(n)+n—1+In(n!) — %ln(n)

admet une limite finie. On en déduit que le terme o,, admet aussi une limite
finie ?.

Exercice 55 : [énoncé]

(a) Par la relation de Chasles, on écrit

([ roa)= [0

La convergence de la suite ( ;" f

série de terme général
n+1
= / F(t) .

On établit la convergence de la série de terme général v,, = u,, — f(n).

iy

k=1

dt) équivaut donc a la convergence de la

Soit n € N*. Par intégration par parties avec
ut)y=t—(n+1) et ov(t)=f(t)
on obtient

n+1

Uy = [(t —(n+ 1))f(t)}
—f(n)

n

n+1
—/ (t—(n+1))f'(t)dt

n+1 n+1 n+1
= / (t—(n—i—l))f’(t)dt’ g/ |t—(n+1)\|f’(t)]dt§/ |f/(t)] dt.
n n SN——— n

<1

9. Voir aussi le sujet 5041 pour un calcul plus direct.
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Pour tout N > 1, on a alors

N

N+1
> lval < /1 | £/ ()| du < M.

n=1

Les sommes partielles de la série a termes positifs ) |v,| sont majorées ce qui
donne ’absolue convergence, et donc la convergence, de la série de terme
général v,,.

Enfin, puisque u,, = v, + f(n), la convergence de la série de terme général u,
équivaut a celle de la série de terme général f(n).

Introduisons la fonction f définie sur [1;+o0o[ par

sin(In(t)) .

1) ==

La fonction f est de classe C! sur [1;+o0[ avec, pour ¢ € [1;+o0],

cos(In(t)) — sin(In(t)) .

t2

f1t) =

On vérifie ’hypothése de ’énoncé. Pour tout = > 1,

e T2 21" 2
/|f/(t)|dt§/ th{] =2-=<2=M.
1 1 t t 1 T

La convergence de la série étudiée équivaut alors & la convergence quand n
croit vers l'infini du terme

t

/" sin(In(t)) i@

On reconnait une forme «’ sin(u) ce qui permet de mener le calcul de
Iintégrale

/1n w dt = [ _ Cos(ln(t))];I = —cos(ln(n)).

Puisque la suite de terme général cos (ln(n)) diverge 19, la série étudiée est
aussi divergente.

10. On peut déterminer des valeurs de n arbitrairement grandes telles que ce cosinus soit proche
de 1 et d’autres telles qu’il soit proche de —1.

Exercice 56 : [énoncé]

1 1 1 P P,
(a) pray Sl et 2@1 + est une série & terme positif divergente donc
n
o~ — ~Inn.
n—>+oo k

(b) Pour étre plus précis,

or

VE 1
K2+ kvE K32

et est donc le terme général d’une série convergente.

Ainsi, STL — ZZ:I % m) oC" d’ou
S, = Inn+(y+C)+o(l)=lnn+C+o(1).
n—+oo
Exercice 57 : [énoncé]

1 o P 1
— donc 1 ri rm néral ———~ lumen
k2docase e de te egeeaku\/gestabsou ent

1
(a) k2+\/E ~
convergente. Par suite (5,,) converge vers une certaine constante C.

(b)

o0 1
C_Sn_k%llﬂ—f—\f”_*"oo Z k2

car ) ;5 7z est une série & termes positifs convergente.

1 1
Par comparaison série intégrale Zk nt1 R, o et on peut conclure
comme annonceée.

Exercice 58 : [énoncé]

(a) Pour o > 1, la série de terme général 1/n® converge et si I’'on pose

"1
=2
k=1
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on observe

k=n+1

Pour o = 1, on introduit les sommes partielles harmoniques

k=1

En notant « la constante d’Euler, on peut écrire

T =

H,=Inn+vy+o(1)

et alors
2n

1
> = Hap — Hy =In2+0(1) > In2.
k=n+1

(b) Par I’égalité de Taylor avec reste intégral, on peut écrire

x ¢t 2
sine =z + (z—1) sin®(¢) dt.
, 2

Puisque

vt € R,sin® (t) = —cos(t) € [-1;1]
on a
(z —t)? L 3

2!

T
Vo > 0,sinx fo/
0
D’autre part, il est bien connu que
Vo > 0,sin(z) < .
On en déduit

2n 1 1 2n 1 2n 1 2n
D5 2 ms lein(k>§kz

k=n-+1 k=n-+1 k=n+

En vertu de ce qui précéde, on obtient

2n 1
lim sin(> =1In2.
n—-4o0o k
k=n+1

2n 1 +o<>1 +ool
> kfazsgn—sna;kj—;kfazo.

dt =2 — =z°.
6

Exercice 59 : [énoncé]

(a) On a
- 1
Inu, = - =
nu Zln(l 3k:)
k=1
Or
1 1 1
n(1-—)=——
n( Sk) 3k +O<k2)
donc
-1 O 1 1
k=1 k=1
car Y0y g =Inn+y+o(l)et Y, o O(rllz) est une série convergente.

(b) Puisque

on a

Up ~ —7=
RS VE]

et donc la série de terme général u,, diverge.

Exercice 60 : [énoncé]

Posons
1 n
P, == —1m > 0.
= [[GE-1Y">0
k=1
On a
1 n
In(P,) = — g In(3k — 1) — lnn.
n
k=1

Par comparaison série-intégrale
n n n+1
In2 +/ In(3t —1)dt <> In(3k — 1) < / In(3t — 1) dt.
1 1 1
Or
3n—1

/ In(3t —1)dt = In3n—1) —n+C=nlnn+ (In3 —1)n+ O(lnn)
1
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et donc . donc
Zln(?)k: —1)=nlnn+ (In3 - 1)n+ O(lnn). Inn, +v+0(1) 2 p 2 In(n, — 1) +7+o(1).
k=1 Puisque
On en déduit In(n, —1) =1lnn, +o(1)
InP, ——In3-1
n—+00 on obtient
puis ; p=1Inn,+~v+o(1)
Pn — g puis

Exercice 61 : [énoncé]

(a) Avec convergence des sommes engagées

= 1821 = 1 1 2 X
;k(nk+l)_n;lﬁ+;<k(nk+l)nk?)_Gnan?(

k=1
et N N
X 1 1 X1
0< Z 2 < "2 1.3
= nk (nk+1) —n =k
donc

71'2

+o00 1
; k(nk+1)  6n’

(b) Par décomposition en éléments simples et télescopage

) PENENNNE S ol S NI N D o D) .1
kzlk(n—i—k)_n k' n+k _nk:1k n

k=1

Exercice 62 : [énoncé]
nyp est bien défini car H,, — +o0.
La suite (n,) est croissante et évidemment non majorée donc

ny — +00.

Par définition de n,, on a
an Z p Z anfl-

Or
H, =Inn+~+o(1)

1

nk+1)

ny = en—rto(l) | gn =7,

Exercice 63 : [énoncé]

(a) Puisque

P

n=1

on peut affirmer que I’ensemble
"1
eN, - >3

est une partie non vide de N. Celle admet donc un plus petit élément, noté

;.
(b) Par définition de ®;, on a

— ——— 400
n p—-+oo

; 1
Jj< —.

Or, par comparaison avec une intégrale

D P
1 I dt
n:ln 1 t

On en déduit ®; > &7~ puis ®; —— +o0.

(c) Par définition de ®;, on a

;-1

n=1

Jj—+o0

S|

S

@
<ji<y
n=1
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Or, sachant que ®; — +o00, on a

®; ®;—1

1 1

—=Ind; 1) et —=In(®, — 1 1).

Z;” n®; +7+o(1) e Z;” n(®; —1) +7+o(1)
Par suite
In(®; — 1) +v+0(1) <j <Ind; + v+ o(1).
Or
In(®; —1) =In®; + o(1)
donc
jZ]D‘bj‘F’Y—FO(l)

puis

P, = el —r+o(1)

On en déduit

@, _ eit1=7+o(1) _ ol ¢
B, e ate '
Exercice 64 : [énoncé]
Posons S, = Y 7'_, u. On observe que
n n
Zkun =(n+1)S, — ZS"“'
k=1 k=1

Par suite

n n2u,

1 1 «
wn:n+ Uy — ZS’“ ().
k=1

Puisque ns; — a, on a S, ~ aniy,.

n

La série de terme général S;, est une série a termes positifs divergente donc

i: Sk ~ Q zn: k:uk..
k=1 k=1

Par suite
n

1
3 E Sk ~ aw,.
n2u,

k=1

La relation (x) dévient alors

n+1
Wn = — —Vn — AWn + o(wy,)

et en on en déduit que

Wy, ~

Exercice 65 : [énoncé]

1 a

Up, .
a+1 a+1

Par décomposition en éléments simples

N 1 N 9 N 2N, N 2N
=N 2 N _=N"Z2 2Y =2 -
Zn(2n 1) Z(anl) Zn n Zn Z n
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=N-+1
Or
2N 2N N 4
—=>" ==Y —=W@N)+7+0(1)~InN -y =In2+o0(1)
n n n
n=N+1 n=1 n=1
puis

+oo
ngl n(2n — 1)

Exercice 66 : [énoncé]
On a

=2In2.

n(nin&me(r;)

+oo 5n+6

donc la somme )/~ Z5n—y

existe.

Par décomposition en éléments simples

5n + 6

nn+1)(n+2) n n+l n+2

donc en exploitant

S

N
n=1
on obtient

n

=InN+~v+o(1)

3

k=1

5k +6
Zk(k+1)(l<;+2) =31

n(n+1)(n+2)2 +4+0(1) = 4.
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Exercice 67 : [énoncé]
Par décomposition en éléments simples

Sachant
i 1 2N+1 l B N i
ot 2n+1 = = 2n
on obtient
N N N 2N+1
1 3 1 1
3 I
— nn+1)2n+1) i et 1 = n
Or on sait que
Mo
Zﬁ =InN +v+o(1)
n=1

donc on conclut que la série converge et

—+oo

1
Z nn+1)2n+1)

n=1

=3—4In2.

Exercice 68 : [énoncé]

(a) On a
i(_l)_—il 2§n:1—12+ +o(1) 1 = n2+o(1)
i = - op = n2n+y+o nn—vy=In2+o
k=1 k=1 =1
ot 2n+1 2
7 (71)k71 7 i (71)k71
I el
k=1 k=1
donc la série converge et est de somme égale & In 2.
(b) On a
3n 3n
> un = Z 32 =In3n+~v+o0(1)—Inn—~=1In3+o(1)
k=1 k=1
et
3n+1 3n 3n+2 3n
Zun:Zun—l—o(l)—HnZiet Zun Zun—ko ) —In3
k=1 k=1 k=1

donc la série converge et est de somme égale a In 3.

Exercice 69 : [énoncé]
On a
n(n+1)2n+1)

-+ n? —Zk2 5

12 4922 +

et donc
1 3

2424 +n? 0¥

. L, . N oy L. L, . 1
Par comparaison de séries & termes positifs, la série numérique » y55mis
converge
Par décomposition en éléments simples

6 6 6 24

n(n+1)2n+1) :n+n—|—1 o1

En introduisant la constante d’Euler ~y, on sait

1
ZﬁzlnNJr’ero(l).
n=1
Par décalage d’indice
Ny N+l
= —=In(N+1 -1 1
2 ;n n(N +1)+7 —1+o0(1)

et en introduisant dans la somme les inverses des nombres pairs absents, on
obtient

N
;Qn

On en déduit

2N+1 1
nZ: 772% ln(2N+1)fflnN+ 37— 1+o(1).

al 1
E =In
12+22+"'+TL2

n=

NIS(N + 1)6
(2N + 1)

+18+0(1)

puis & la limite
—+oo

1
=18 —241In2.
;12+22+~-+n2 "
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Exercice 70 : [énoncé] donc v, ~ 1(Inn)2.
Etudions w, = u, — %(ln n)2, wy — Wy_1 = lr‘T" — f:_l lnTt dt < 0 donc (wy,)
1 3 1 1 1 3 1 1 1 est décroissante
_ + + = — — 4+ — 4+ — + O( 2) = O(2> D’autre part les calculs précédents donnent (w,) minorée et donc on peut
dnt+l 4dnt2 4n+4+3 dnt+d dn dn o dn o dn n n conclure que w,, converge. Ainsi
donc la série étudiée est absolument convergente. 1
On a unzi(lnn)erCJro(l).
N AN+ N
1 3 1 1
St s ) - D i ®
n+1 4n+2 4dn+3 4n+4 4n+2 2N N N
n=0 k=1 = Z(_l)nlnl o Z IH(QTL) . Z ln(2n - 1)
0 n 2n 2n -1
r n=1 n=1 n=1
N 1 N 2N41 q
4 =2 =2 —_9 onc
P e D B Z Z T
"0 = <l Inn In(2n) <l In(n) Y1
Par le développement » ;( ) - ; - 27y n ; - +un — uan
Zf =Inn+~vy+o(1)
b1 k Par le développement asymptotique précédent, on obtient :
on parvient a 2N
Inn 1 9 1 9
N Z(—l) =In2.Inn + In(2 )’y+§(lnn) +C—§(ln2n) —C+o0(1)
1 3 1 1 =1 "
— =In(dN+4)+v—2In(2N+1)—2y+In N 1) — 0.
Z<4n+1 4n+2+4n—|—3+4n+4) n(AN+4)+y=2In(2N+1)=2y+In N+q+o(1) S
et aprés simplification
Ainsi 9N |
- 1 3 1 1 p iR T
- =0 (-1) 7—>71n( )(2y — In2).
;(4714—1 4n—|—2+4n—|—3+4n+4> nzl no 2
(ce qui change du In2 traditionnel... ;-) De plus
204t Inn & Inn
Exercice 71 : [énoncé] z:l (=1) n z_:l(_l) o) = 5 n2)
(a) f est décroissante sur [e;+oo[. Pour p > 4,
donc
+oo
P Ing In P Int nnn 1
/ Int o mp s/ Ldt Do (1) =—= = S In(2)(2y — n2).
P t p p—1 n=1 n
) _ M ?
donc u,, — ng I 1%3 + v, avec N’est-ce pas magnifique ?

et lntd <u < " lntd
v t<vp < e t Exercice 72 : [énoncé]
4 3
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(a) Par sommation de relations de comparaison (on compare au terme général On adjoint les termes pairs intermédiaires a la deuxiéme somme

d’une série & termes positifs convergente), on peut écrire avec existence
2k+1_q

“+o0 “+o0 ( = ‘ 1 — ~ l
Z up = 0O (Z 1612) . ng’“ n p§l p n;’» n
k=n k=n

On en déduit

Par comparaison avec une intégrale, on poursuit

N
+§ = O<1> Sont+1_1 = Z(SQkJrl,l — SQk,l) + 57
k=n " =
N 2k_1 ok+1_1
(b) Pour k > 1, on peut écrire - Z( Z ) Z (k Z )
1 1 - - o "
In(k +1) —In(k) = ln(l + k) kotoo k +0 (l@) Aprés glissement d’indice dans la deuxiéme somme puis simplification

En sommant pour k allant de 2 jusqu’a n — 1, il vient N N+1 2k_1 1
Son+1_ k (k—1) —
=5 S0

I
M=
he}
[\v]
| —
~
|
=
%
M7
S|

avec p
n—1 1 +oo 1 400 1 k=1 —ok—1 n=2aN
;o(kz): ;o(k>—;o<k> oy R
- X aN 2 g
== =0(1/n) n=1 n=2oN
En ajoutant un terme 1/n et en réorganisant les membres, on obtient In(oN 1 1
. . ’ :n(2 71)+’y+0 —NIn2-NO IR
l’identité voulue. N N—++00

(c) Posons Sy la somme partielle de rang n. On a Cette étude ne suffit pas pour conclure, il faut encore étudier la limite de

lnn (Sn). Pour n > 1, introduisons & tel que 28 < n < 2+, On a
\‘lzJ =k <— Qk S n < 2k+1.
n

On en déduit Sp = Sgrq =k Z
p=2F
ok+1_1 n ok+1_q n
Soks1 | — Sor_q = Z ﬂ kE—k z (=1) . Par application du critére spécial, cette somme est encadrée par deux sommes
B - n n ; vt E_ ; k
ok ok partielles consécutives, par exemple, celles de rangs 2% — 1 (qui vaut 0) et 2
(qui vaut 1/2%). On en déduit :

En séparant les termes d’indices pairs de ceux d’indices impairs

k:
k+1_ k_ k_ < _
2 1 (-1 21 2k 1 1 ‘S — Sor_ 1’ p— 0.
P D DI D DI o & o
n=2Fk p=2k—1 p=2k—1 On peut alors conclure que la série étudiée converge et sa somme vaut -.
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Exercice 73 : [énoncé] Apres télescopage
1
. L L1 —(un —up) = «
1—u)" -1 n_1 n
7( U) du = — v = — Z ’Uk dv 3
0 U o U— 1 0 =0 puis
. —Up — @
puis
1 n
1—u)" -1 1
/ %du:f —=—Inn—~v+0(1) et enfin
0 u =k Up ~ QM.

donc u,, — —v
Exercice 75 : [énoncé]

. Y ) (a) Supposons £ = 0.
Exercice 74 : [énoncé] Soit € > 0, il existe ng € N tel que

(a) C’est la convergence de u,, vers £.
Y > ng, [up| < e/2.

(b) On a
1
|'Un_€|:ﬁ|(u1_€)+"'+(un_£)| On a alors
et par I'inégalité triangulaire lon] < up + -+ NolUng i (no + Dupg 1 + -+ - +nuy, < cte LS,
= n? n?2 ~n2 2
lup — €]+ fung — €] | Jtngy1r — €]+ + Jun — /|
[on, = {] < n : +— n . pour n assez grand.
Ainsi v, — 0.
On conclut en exploitant |uy — £| < § pour k > ng. Cas général : u,, = £ + w, avec w, — 0 :
c and n —
(¢) Quand n — o0, :n(n+1)£+w1+~-~+nwn_>{
|u1_€|+”_+‘un0_€|_ct5_}0 n 2n2 n2 2
n n (b) On peut écrire
donc pour n assez grand
& Up  (Up —Up—1) + -+ (w1 —ug) | U
Y. _ 2 2 i
lug — €]+ + |tn, — ¢ <€ n n n
n T2 donc ( ) ( )
Uy — Uy — U —u
Ainsi il existe un rang ny au-deld duquel Up _ 1 R N 4+ 20 4
n? n? 22
€ m—nge
|Un*£|§§+ O§§5-
n
) ) Exercice 76 : [énoncé]
(d) On applique le résultat précédent a la suite de terme général u, 1 — u, et on On a Inwu,iq — Inu, — In¢ donc par Césaro
peut affirmer
1 n—1 1 n
— — — . — 1 —1 _1—1In¢
nzuk+1 Uk (0% nz nug Nnug—1 n

k=0 k=1
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d’ou 1
—Inwu, — In/
n

puis

Y, — 4.

Exercice 77 : [énoncé]

(a) La suite (un)n>0 est bien définie et a valeurs dans R car
Vo > 0,In(1+z) > 0.
La suite (uy,)n>0 est décroissante car
Vo > 0,In(l +z) < x.

La suite (uy)n>0 est aussi minorée par 0 donc convergente.
En passant la relation de récurrence 4 la limite, on obtient que (uy,)n>0 tend
vers 0.

1 1

unJrl Up,

Up — In(1 + uy,) 1

n——+o0o 2

UpUnp+1
car Up+41 ~ Up.

(c) Par le théoréme de Césaro

171 1 1
n;o( —)mg

Uk+1 Uk
puis
11 1
n Up, 2
Finalement 9
'VL—::‘OO E ’

Exercice 78 : [énoncé]

(a) La suite étudiée est bien définie et & termes tous positifs. On en déduit

e Un 1
<

0< thni1 =
=T T Tl

et donc par encadrement u,, — 0.

(b) Pour n > 1, on peut écrire v, = e~ %=1 et alors v,, — 1 par composition de
limites.
(¢) On en déduit
Up ~ 1/n.

La série Y u, est alors divergente par équivalence de séries & termes positifs.
On a aussi

Up, = = =——- =40l
n

e Un—1 N 1—up_1+ O(Un—l) 1 1 1
n n n n?

donc 1)
-n" 1
—1)"uy, = ——+0( = |.
e C)
La série Y (—1)"/n converge en vertu du critére spéciale et Y O(1/n?) est

absolument convergente par argument de comparaison. Par opération sur les
séries convergentes, la série > (—1)"u,, converge.

Exercice 79 : [énoncé]

La suite (ay) est décroissante et minorée par 0 donc convergente. En passant la
relation de récurrence a la limite, on obtient que (a,,) tend vers 0.

Puisque

2 2
1 - 1 _ Gy —app -~ 1
2 2 2,2
Ant1 an Ay 11 3

on obtient par le théoréme de Césaro

1"21 1 1y 1
n ap.,  ai 3
puis
11 1
n a2 3

V3

Finalement a,, ~ NG et la série étudiée est divergente.

Exercice 80 : [énoncé]

La suite (u,) est a terme strictement positifs car ug > 0 et la fonction
x +— In(1 + z) laisse stable l'intervalle ]0; +ool.

Puisque pour tout z > 0, In(1 + z) < z, la suite (uy) est décroissante.
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Puisque décroissante et minorée, la suite (u,,) converge et sa limite ¢ vérifie
In(1+ ¢) = ¢ ce qui donne ¢ = 0.

1 1

1,2
Up — Up41 §Un 1
L L

Un+41 Up, UpUn+1

Par le théoréme de Cesaro,

et donc
On en déduit u,, ~ % et donc la série de terme général u,, diverge.

Exercice 81 : [énoncé]

(a) La suite (a,) est bien définie et & termes positifs puisque pour tout > 0,
1—e ™ >0.
Puisque pour tout z € R;e* <14z, on a a,+1 < a, et la suite (a,) est donc
décroissante.
Puisque décroissante et minorée, (a,) converge et sa limite ¢ vérifie
¢ =1—e"* On en déduit £ = 0.
Finalement (a,,) décroit vers 0.
(b) Par le critére spécial des séries alternées, > (—1)"a,, converge.
(¢) Puisque a, — 0, on peut écrire a1 =1—e"* = a, — 1a2 + o(a?).
Par suite a2 ~ —2(ap11 — an).
Par équivalence de séries & termes positifs, la nature de la série de terme
général a2 est celle de la série de terme général a, 1 — a, qui est celle de la
suite de terme général a,,. Finalement > a2 converge.

(d) La nature de la série de terme général In(a,41/a,) est celle de la suite de
terme général In(a, ). C’est donc une série divergente. Or

n 1 1
ln(aa:1> — ln<1 _ 5an + o(an)> ~ 7511”.

Par équivalence de série de terme de signe constant, on peut affirmer 3 a,
diverge.

Exercice 82 : [énoncé]

Dans le cas ol ug = 0, la suite est nulle.

Dans le cas ot ug = 1, la suite est nulle a partir du rang 1
On suppose désormais ces cas exclus.

(a) La suite (u,) est & termes dans ]0; 1] car I'application z + z — 22 laisse
stable cet intervalle.
La suite (u,) est décroissante et minorée donc convergente. Sa limite ¢ vérifie
¢=1{—{? et donc ¢ = 0.
Finalement (u,) décroit vers 0 par valeurs strictement supérieures.

1 1 Up — Un+1 u%
- — = = — T —~ L
Upt1l Uy UpUp41 uz — uy
Par le théoréme de Cesaro,
-1

15 1 1

— E —— | =1
n U U
o \Uk+1 k

et donc ﬁ — 1.
On en déduit que u,, ~ % et donc Y u,, diverge.

(b) Comme ci-dessus, on obtient que (u,) décroit vers 0 par valeurs strictement

supérieures.
o _ o a
1 _ 1 _ Un T Ungy QU o
« « «@ (e
un+1 Up, (unun—i-l) Un+1

Par le théoréme de Cesaro, ——= — « et donc

A

Up ~ ———
n nl/a

avec A > 0.
Siael0;1], > uy converge et si « > 1, > u,, diverge.

Exercice 83 : [énoncé]

Posons v, = uf. La suite (v,) vérifie v,, € ]0;1] et v,,+1 = sin(v,,) pour tout n € N.
Puisque la fonction sinus laisse stable intervalle ]0; 1], on peut affirmer que pour
tout n € N, v, €]0;1].

De plus, pour z > 0, sinz < = donc la suite (v,,) est décroissante.

Puisque décroissante et minorée, (v,,) converge et sa limite ¢ vérifie sinf = ¢ ce qui
donne ¢ = 0.

Finalement (v,) décroit vers 0 par valeurs strictement supérieures.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections

41

On a s
11 (Un — Vpt1) (Vng1 + vn) §Y% X 2uy, . 1
2 2 = 2,2 4 Py
vn+1 vn Unvn+1 Up, 3

Par le théoréme de Cesaro,

1”21 1 1y 1
n v,%ﬂ 11,% 3

1 1 A V3 ;
et donc w0z 3 On en déduit v, ~ -7 puis

A
Un ™~ C17(28)

avec A > 0.
Pour 5 €10;1/2[, 3" v, converge et pour 8 > 1/2, Y v, diverge.

Exercice 84 : [énoncé]

(a) Notons la suite (u,) est bien définie, strictement positive et croissante.
Sia>1,ona

Un+1 S U, + nea
1

puis par récurrence

1
Un S Z kaul )
k=1

Ainsi (u,) converge.
Si (uy,) converge. Posons ¢ = lim u,,, on observe ¢ > 0. On a

1 1

Uppl — Uy = ——— ~ ——
et " now,  nel
or la série de terme général u, 1 — u, est convergente donc o > 1.

(b) On suppose o < 1.On a
) 2 1 2

2
un+1 — U, =

o~
no n2a u721 no

donc par sommation de relation de comparaison de séries & termes positifs

divergentes
1
2 Z
k=1

or par comparaison série-intégrale,

[e3

Z—aw quand o < 1
k:lk 11—«

et
n 1
ZE ~ Inn quand o = 1.
k=1
On conclut alors
2’]7/170‘
Uy, ™~ 1 sia<letu,~vV2Innsia=1.
-«

(¢) On suppose « > 1. Posons v,, = u,, — £. On a

1 1

Un41 — Un = now, ~ not

donc par sommation de relation de comparaison de séries a termes positifs
convergentes

+ZOC 5 : : :
Vg+1 — Vg = —Up ~ g ~

+ " ne o —14f¢n>-1
k=n k=n

puis

Exercice 85 : [énoncé]
n n—1 _
On observe que uy, —uy™" = n.
Puisque ) n une série a termes positifs divergente on peut, par sommation de
relation de comparaison, affirmer

En composant avec le logarithme népérien cet équivalent de limite infini, on
obtient

nlnu,41 ~2Inn
puis

Inn
Inw,yqg ~2—.
n+ n
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Par suite u, 11 — 1 puis Ainsi
1l o 2kt? k 1
1 1 InP,=—= ln(1+ + O<)>
un+1:1+2M+O(M)_ 2; @n—kZ  @n—k2Z \n
n n =
Sachant In(1 + ) <z, on a
Posons
v U 1 2lnn n k2 k
n = Unt1 — L — 24— 2 t 1
" ol <Z< o())
L’égalité 2n — (2” —k) n
" Inn
Upyy = exp|nin( 1+ 27 +on Posons S, le second membre de cette comparaison. D’une part
donne n k 1 “.n 1 1
L 2 ) — 02| < —0( =) = — .
up 4 = exp(2Ilnn + nv, + O((Inn)?/n)) ;(271—/6)20(71) _};n20<n> O(n) —0

Or Qun% — 1 donc
D’autre part
exp(In(2) + nv, + O((Inn)?/n)) — 1
2n—1 2n—1 2n—1

- 2(2n — 1
puis nv, — — In(2). Ainsi E e E L—zl E 62_ EZ
n—k
1Jr21nn ln2+0 1 kfl t=n f=n
Upt] = -0 2 i
+1 n n avec

+o<>1 1 n 1
l=n =1

Exercice 86 : [énoncé]

Posons Aprés calculs asymptotiques, on obtient
ml2n — k‘
Po = Sp — (2 —2In2)2
oy 12— k
On a Sachant In(1 +2) >z — 12% on a
In P 1zn:1 [2n — KI* )
nP,=-5) In———. n )
24~ |2n — k|? 9P > S 1 2kt k 0 1
. = nPy2Su-33 @n—k? @n—k2 \n))
Puisque k=1

Puisque 0 S (271%]6)2 < 1

— n?

L2 — (92 ¢ 2 _
|2, — k|? = (2n)* — 4nk cos(\/ﬁ> +k? = (2n — k)* + 8nksin <2f> 2
, Z” 2kt? k 1 Z” 1 1
on Obtlent ) n k k_l((2n — ]{;)2 + (2n — k)2o(n>> = 2 0(7712) = O(n) — 0.

8n .
=y (o e (5m)) . B
k=1 Finalement —21n P, est encadré par deux quantités de limite (2 — 21n2)t2. On en

Sachant sin? u = u? 4+ O(u*), on peut écrire déduit

o) of3)

P, — exp((In2 — 1)).
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Exercice 87 : [énoncé]

Soient Y u, une série semi-convergente et > v,, une série absolument
convergente. La série Y u, + v, est convergente et si celle-ci était absolument
convergente alors Y u, le serait aussi car |u,| < |upn + vs| + |vn|- La série

> un + v, n'est done que semi-convergente.

Exercice 88 : [énoncé]
Pour

on pose

Ceci définit la suite (up),>1 de sorte que ses premiers termes sont :

1 1 1111 1 1 1
Y 27 23373737

1
4° 4 4 4

Les termes sommeées tendent vers 0 et les sommes partielles oscillent entre 0 et 1.

Exercice 89 : [énoncé]

(a) Pour u, = (—1)", la série de terme général u,, est divergente et puisque ces

sommes partielles valent 0 ou 1, elle enveloppe tout réel de I'intervalle [0;1].

Pour u, = (—=1)"/(n + 1), la série de terme général u,, satisfait le critére
spécial des séries alternées et donc elle converge et la valeur absolue de son
reste est inférieure & son premier terme. Cette série enveloppe donc sa
somme, & savoir In 2.

Pour u,, = 1/2", la série de terme général u,, converge. Puisque u,, — 0, le
seul réel qu’elle peut envelopper est sa somme, or

+oo n +oo
1 1 1 1
F T 2w
k=0 k=0 k=n+1

n’est pas inférieur a u, 1. Cette série convergente n’enveloppe aucun réel.

(b) Posons pour la suite de notre étude

n
Sn = Z U -
k=0

On a
9n+2un+2 =A- Sn—i—l =A-5,—- Un+1 = (0n+1 - 1)un+1-

Puisque 6,12 > 0et 0,11 — 1 < 0, on peut affirmer que u, 2 et u,41 sont de
signes opposés.
Puisque A — S, = 0, 11Un+1 st du signe de uy41, les réels A — 5, et
A — S,11 sont de signes opposés et donc A est encadré par S, et S,11.

(¢) Puisque A — S, est du signe de w11, on peut écrire A — S, = 0, 11U, 41 avec
On+1 € Ry.
Puisque A — S;,11 = (011 — Dupaq est du signe de w, 40 et puisque w,4;1 et
Up+2 sont de signes opposés, on a 0,11 — 1 < 0 et donc 6,41 € [0;1].
On ne peut rien dire de plus, sauf & savoir que A — S, est non nul pour tout
n €N,
En effet pour u,, = (=1)" et A = 1, la série de terme général u,, est alternée et
pour n pair : A — S, =1 —1 =0 est du signe de uy41.
pour n impair : A — S, =1 —0 =1 est du signe de u,41.
Si en revanche, on suppose A — S,, # 0 pour tout n € N, obtenir 6,,41 € |0;1]
est désormais immeédiat.

(d) Par labsurde, supposons 11, Unto > 0.
OnaA-S, <upyr donc A — 8,41 <0 puis A — Spia < —uUp4o et donc
|A = Snyo| = [upqal. Or [A = Spipo| < [unqis| et [ungs| < |upial, c’est absurde
et donc u,41 et u,42 ne sont pas tous deux strictement positifs. Un
raisonnement symétrique établit qu’ils ne sont pas non plus tous deux
strictement négatifs et donc la série de terme général u,, est alternée & partir
du rang 1 (on ne peut rien affirmer pour le rang 0).
Puisque A — Sp41 = A— S, — Upy1,0n a
_‘unJrl‘ — Unp+1 S A— SnJrl S |un+1| — Up41-
Si u,41 > 0 alors A — S,,41 <0 et donc du signe de u;,42.
Si up41 <0 alors A — S,,41 > 0 et donc & nouveau du signe de u,42.
Enfin A — S,,+1 n’est pas nul, car sinon
A—Spi3=A— 511 — (Upsa + Unts) = —(Upta + upt3) est de signe strict
opposé & uy,4o et n’est donc pas du signe de uy,44.
On peut alors exploiter le résultat du c) et affirmer que la série de terme
général u,, encadre strictement A.

Exercice 90 : [énoncé]

(a) 11 est immédiat de vérifier que E est un sous-espace vectoriel de I’espace RN
des suites réelles. L’application
¢: E — R? définie par ¢(u) = (ug, u;) étant un isomorphisme (car un
élément de E est déterminé de facon unique par la donnée de ses deux
premiers termes), on peut affirmer que l'espace E est de dimension 2.
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(b)

Il est immeédiat de vérifier que les suites (a,) et (b,) sont formés d’entiers
naturels, qu’elles sont croissantes & partir du rang 1 et qu’elles sont & termes
strictement positifs & partir du rang 2.
Ainsi

Vn > 2,a,,b, >1

et donc
Ap+2 >n—+1let bn+2 >n+ 1.

Ainsi les deux suites (a,,) et (b,) tendent vers +o00 en croissant (seulement &
partir du rang 1 pour la premiére)

On a

Wn+1 = ((Tl + 1>an+1 + an)bn+l — Qn+41 ((n + 1)bn+1 + bn)-

Aprés simplification, on obtient

Wn+1 = —Wnp
et donc
wy, = (—1)"we = (—1)" .
On a
Wy, (_1)n+1
Cpt1 — Cp = = .
1 bnanrl bnbn+1

Puisque la suite de terme général b,,b,,+1 croit vers +oo, on peut appliquer le
critére spécial des séries alternées et affirmer que la série numérique
> (¢nt1 — ¢n) converge. Par conséquent la suite (c¢,,) converge.

On a
+oo

{—c, = Z(Ck+1 — ).

k=n

Par le critére spécial des séries alternées, on peut borner ce reste par la valeur
absolue de son premier terme

|6 —cn| <

nUn+1

On peut ainsi écrire

1
Cn —€+o<bnbn+1).

On a alors

1
an—|—7’bn—bn(cn+r)—bn(€+r)+o< >
bn+1

Sachant b,, — 400, on peut affirmer

ap +1rb, >0 < r=—/.

Exercice 91 : [énoncé]

(a)

Puisque |d,e,| < e, avec convergence de > e,, on peut affirmer que les
éléments de G sont des sommes de séries absolument convergentes. Les
éléments de G sont donc bien définis et puisque

—+oo +oo
> duen| <30 =
n=0

n=0
on a G C [—s;s]. Enfin s € G avec (d,,)neny = (1)nen €t —s € G avec
(dn)nEN = (*1)n€N-
Si e est une base discréte alors G = [—s; s].
Par I'absurde, supposons qu’il existe N € N tel que ey > ry.
Introduisons

N-1
T = er € [—s; 5]

k=0

(comprendre z = 0 si N = 0).
Soit
+o00
y= Zdnen avec d, € {—1,1}.

n=0

S’il existe k < N tel que dp = —1 alors

+o0
y < Zdnen—Qek =5 — 2ey.
n=0
Or
€L = EN
donc

y<s—2exy=x+ry—en <z

Si d, = 1 pour tout £ < NN alors

N “+o0
y:Zek—l— Z dper > T +enxy —ry > T.
n=0 n=N+1

Dans tous les cas, y # z et donc = ¢ G. C’est absurde.
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()

Raisonnons par récurrence sur n € N,
Cas n =0 : on a bien

[t —to] = |t] < s =eg+ 0.

Supposons la propriété vérifiée au rang n > 0.
Sit,, <t alors
t_tn-i-l =t—th—e, <1y
et
t— tn—i—l Z —€n Z —Tn-
Ainsi
‘t - tn+1| <ry=e€pt1 +rpt1-

Si t, >t alors
tpp1 —t =1t —t —ep

et I’étude est analogue.

Récurrence établie.

On en déduit que t,, — t puis que t € G.
En conclusion

e est une base discréte si, et seulement si, Vn € N,e,, < r,,.

La condition précédente est vérifiée et, puisque s = 2, on obtient G = [-2;2].

On peut écrire

= 1 1 11 11 =
0:1+Z(—1)2—n,1=1+§+2(—1)2—n,§:1—5—1+Z2—n
n=1 n=2 n=3

et

En remarquant

= 2m 3
on peut proposer

+oo n—1
1 1 (-1)
—_ = 1 _—— — .

Il peut y avoir unicité de la suite (d,,) (c’est le cas pour z = s) ou non (c’est
le cas pour z = 0 ou lorsque (d,,) convient, (—d,,) convient aussi).

Exercice 92 : [énoncé]
On remarque
Up, 2 Ugn + Ugnpg + -+ Ugnt1_q

de sorte que
271«{»17

n 1
E Vk 2 E UL .
k=0 k=1

Ainsi, si > u, diverge alors ) v, aussi par comparaison de séries a termes positifs.

Aussi
Ugn + -+ + Ugn+1_1 = 5 Un+1
donc .
22_:1 U > 1 zn: V.-
k=1 S 2 k=1

Ainsi, si ) u, converge alors ) v, aussi par comparaison de séries a termes
positifs.

Exercice 93 : [énoncé]

(a) On remarque

prti_1
PP —Duprir < D up <p"(p— Dupe
k=pn
et donc
p— 1 n+1 prtl_1 n
— vg < UkS(p—l)ZW-
P4 k=1 £=0

Si Y w, converge alors la premiére inégalité donne

n+1 D 400
Z VoS o ) Uk
=1 Lt

ce qui assure la convergence de la série Y v, car c’est une série & termes
positifs aux sommes partielles majorées.
Si > v, converge alors la deuxiéme inégalité de 'encadrement précédent

donne
prti_1

+oo
2 ws -1
£=0

k=1
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et puisque les sommes partielles de la série Y u, sont croissantes et que ce
qui précéde permet de les majorer, on peut conclure & la convergence de la
série > Uy,
(b) Prenons p =2 et
1

nlnn’

Up =

La suite (u,,) est décroissante positive et

1

nln2’

Up = 2nu2n =

Puisque Y v, diverge, > w, diverge aussi.
Prenons toujours p = 2 et cette fois-ci
1

tn = nlnnin(lnn)’

La suite (u,) est décroissante positive et

1 1 1

= 2” n=- — ~
Un "2 nln2ln(nln2)

n2nlnn

et & nouveau nous pouvons conclure a la divergence de ) u,,.

Exercice 94 : [énoncé]
On remarque

(n+1)2-1
@n+ Doy < Y, uk < (2n+ Duye
k=n?2
et donc
(n+1)*-1 n

2264—111,52

£=0

Z(Qé— Due < > w
k=1

=1

Si )" uy, converge alors la premiére inégalité donne

n+1 n+1 n+1

Zw Zﬁwz < Z 20 — 1)y <Zuk
=1

ce qui assure la convergence de la série Y v,, car c’est une série a termes positifs
aux sommes partielles majorées.
Si " v, converge alors la série > u,2 converge aussi car

0 < up2 < nuy,z = vy

On en déduit la convergence de Y (2n + 1)u,2 et la deuxiéme inégalité de
I’encadrement précédent donne

prti—1 +oo
> up <Y (204 Duge.
k=1 £=0

Puisque les sommes partielles de la série > u,, sont croissantes et que ce qui
précéde permet de les majorer, on peut conclure la convergence de la série > .

Exercice 95 : [énoncé]
Supposons que Y. v, converge. Pour n? < k < (n+1)2,

V.
0 <up <upe < —
n

donc
(n+1)%—

1
n+1)2 —n?
k=n?2

ce qui permet d’affirmer que les sommes partielles de la série & termes positifs
>, sont majorées et donc > u, converge.

Inversement, pour u, = — on a v, = = de sorte que _ u,, converge et Y v,
diverge.

Exercice 96 : [énoncé]

Commencons par justifier I’existence des produits infinis introduits.

Soit n € N*. Les facteurs étant tous strictement positifs, on peut considérer le
logarithme du produit

ln<H(1+qk)>=ZIH(l+qk) avec In(1+ ¢%) ¢ car ¢& —o0.
k=1

k k
el —)Jr —+o0

La série géométrique > ¢* converge absolument et donc > In(1 + ¢*) aussi''. On
en déduit

n +oo
H 1+¢" mes avec S:kz:ln(lJqu).
k=1 —0

11. On raisonne par convergence absolue et non par équivalence de séries a termes positifs pour

gérer le cas ou q est négatif.
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De la méme facon, on obtient

n
2 1 s’ el
H m e avec S = Zln ).
k=1
1— q2k
Dans le premier produit, on écrit 1 + ¢* = 1 :
—q
Pour n € N*,
n n n 1— q2k n
H(1+q H ¢ 1 H(l_qk)H(l_q2kl)'
k=1 k=1 k=1 k=1

En réorganisant les facteurs

ﬁ 2 = k=1 Rl
k=1 IT(1-q"*)

H 1+q")
k=1

Au numérateur, on trouve le produit des 1 — ¢¢ pour tous les indices ¢ allant de 1
a 2n et, aprés simplification,

n n 2n
H(1+q H Qk 1 _ H (l—qk).
k=1 k=1 k=n+1
Or
2n 2n +00 +00
k k k 2
1n< H (1—q )) = Z ln(l—q ) = Z ln(l—q )— Z ln(l—q ) mo
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1 k=2n+1

car le reste d’une série convergente '? est de limite nulle.

On en déduit

n n oo .
H(1+q H Qk 1 —> 1 et donc H(1+qk) H(l_q2k—1) —1
k=1 k=1 n—+00 P Pt

12. On acquiert ’absolue convergence de la série par les mémes démarches qu’au-dessus.

Exercice 97 : [énoncé]

On transforme le produit (P,) en une somme par la fonction logarithme.
On prend garde cependant a n’appliquer celle-ci qu’aux facteurs strictement
positifs.

Puisque la série ) a,, converge, son terme général tend vers 0. Il existe donc un
rang ng au dela duquel |a,| < 1. On applique la fonction logarithme aux facteurs
du produit d’indices supérieurs a ng

ln< ﬁ (1+ak)> = 2": In(1 + ag).

]C:TLQ k:’ﬂo

La suite (a,) étant de limite nulle, le développement limité
In(1+u) =u — $u® + o(u?) quand u tend vers 0 permet d’écrire

30k +olad).

la +0( )zan—bn avec bnn—>:+oo2 -

In(1 n) = an
n(l+ ay,) a 50n

n—-+o0o
La série Y a, étant convergente, la nature de la série de terme général In(1 + a,,)
se déduit de la nature de la série >_ b,,.
Cas: La série Y a2 converge. Par équivalence de séries & termes positifs, la série
de terme général b,, converge et donc aussi celle de terme général In(1 + a,,). On
en déduit

no—1 +oo

avec S = Z In(1 + ag).
k=0 k:no

Cas: La série Y a2 diverge. Par équivalence de séries 4 termes positifs, la série de
terme général b,, diverge.

Les sommes partielles d’une séries a termes positifs divergente croissent
vers +00.

Les sommes partielles de la série > b, tendent vers +oo et, par différence, les
sommes partielles de la série de terme général In(1 + a,,) tendent vers —oo. Par
opérations sur les limites, on conclut que la suite (P,) tend vers 0.
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