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Intégration sur un intervalle Exercice 6 [osia1 ] [Correction] N ,
oit f:[0;+4o00[ — R une fonction continue, positive et décroissante.
Soit f: [0;400][ = R fonct t tive et dé t
quelconque On pose g: [0;+o0o[ — R donnée par
g(x) = f(x)sinz.
Intégrabilité Montrer que les intégrabilités de f et de g sont équivalentes.
Exercice 1 [o02349 ] [Correction] Exercice 7 [o03627] [Correction]
Etudier l'existence des intégrales suivantes : Soit f: [0;4+o00[ — R continue et positive. On suppose
+00 e~ VE +oo  dt +00 _tarctant dt f(l‘ + 1) .
(@) Jo Ty dt © Jo &= ((‘;; 0+oo: 2 f@) ioi e [0;1].
+ —
1 n 0 2 ] +oo
) f, \/(11_%)3(175 (d) f0+oo o—(nt)? gy P A ride Déterminer la nature de [;" f(t) dt.
Exercice 8 [03442] [Correction]
Exercice 2 [ 03385 ] [Correction] Soit f:[0;1] — R donnée par
(a) Etudier l'intégrabilité sur |1; +oo[ de f(z) = 2% cos(1/2?) si z €]0;1] et f(0) =0.
Vinzx Montrer que f est dérivable sur [0;1] mais que sa dérivée f’ n’est pas intégrable

f(l“):m- sur 0; 1].

(b) Montrer 3 In3 Exercice 9 [o1770 ] [Correction]
fz)de < HT Soit g définie sur R* par
2 1 [*
o) = [ fwar
0
Exercice 3 [o03221] [Correction] ol f est continue, de carré intégrable sur R,.
Etudier I'existence de oo (a) Etudier le prolongement par continuité de g en 0.
/ In(tht) dt. (b) Exprimer ¢’(z) en fonction de f(z) et de g(x) pour z > 0.
0 (c) Pour 0 < a < b, montrer que
b b

Exercice 4 [oos61 | [Correction] / g (t)dt = 2/ f(t)g(t) dt + ag®(a) — bg*(b)

Montrer que les fonctions ¢ — sint et ¢ — % ne sont pas intégrables sur [0; +oo].
puis montrer que

Exercice 5 [ 03206 | [Correction] ’ oo oo
' 2(t)dt < 2(t)dt + 2 +/ 2(t) dt.
Soit f: [1;4o00] — R continue vérifiant /a g7 (1) dt < /0 £ ag*(a) 0 F®)
Va0 >1,0 < f(z) < % " % (d) Etudier la nature de .
v / g*(t) dt.
La fonction f est-elle intégrable sur [1;4o00[? 0
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Intégrabilité dépendant de paramétres

Exercice 10 [oo660 ] [Correction]
Enoncer une condition nécessaire et suffisante sur o € R pour 'existence de

+oo H
t —sint
/ .
tOé
0

Exercice 11 [o3705 ] [Correction]

(a) a désigne un réel strictement supérieur & —1. En posant x = tant, montrer

/”/2 dt o
o l+asin®(t) 2V/1+a

(b) Donner en fonction de o > 0, la nature de la série

4 dt
Z/O 1+ (nm)esin®(t)

(n+1)m dt
Z /M 1+ tosin®(t)

(d) Donner la nature de 'intégrale

/+oo dt
o 14tosin®(t)’

Intégrabilité et comportement asymptotique

(c) Méme question pour

Exercice 12 [03440 ] [Correction]
Soit f: [0;+o00[ — R de classe C!.
On suppose que f2 et f’? sont intégrables. Déterminer la limite de f en +oo0.

Exercice 13 [o03231] [Correction]
Soit f: [0;400[ — R une fonction continue par morceaux.
On suppose que f est intégrable. Montrer

r+1
/ f(t)dt —— 0.

r—+400

Exercice 14 [oo0663 | [Correction]
Soit f: Ry — R une fonction continue, décroissante et intégrable sur R.

(a) Montrer que f tend vers zéro en +oo.
(b) Montrer que z f(z) tend vers zéro quand x — +00

(c) Si on supprime ’hypothése décroissante, déterminer un exemple de fonction f
continue et intégrable sur R telle que f ne tend pas vers zéro en +oo.

Exercice 15 [o03238] [Correction]
Soit f: [0;4+o00[ — R continue par morceaux et intégrable.
Montrer qu’il existe une suite (z,) de réels positifs vérifiant

Xy — +00 et T f(2,) — 0.

Exercice 16 [ 02829 ] [Correction]
Donner un exemple de f € C°(R,,R,) intégrable et non bornée.

Exercice 17 [oos72 ] [Correction]
Soit f € C%([0;+o0o[,R). On suppose que f et f” sont intégrables.

(a) Montrer que f/(z) — 0 quand z — +o0.
(b) Montrer que f.f’ est intégrable.

Exercice 18 [00693 ] [Correction]
Soit g: R; — R continue et intégrable.

(a) Justifier
“+o0 M
/O \g(t)]dt—/o lg(t)] dt

(b) En déduire que toute primitive de g est uniformément continue.

Ve > 0,3M € R, <e.

Exercice 19 [o2538] [Correction]
Soit f de classe C% sur [0;+oo] telle que f” est intégrable sur [0;+oo] et telle que

0+°° f(t) dt soit convergente.

(a) Montrer que

Iintégrale

lim f'(z)=0et lim f(z)=0.

r—r+o0 r—r+00

Y fyet Y ().
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Calcul d’intégrales

Exercice 20 [o0666 ] [Correction]
Calculer les intégrales suivantes :

+oo dt
@) Jo " mners (c) fr ln(l + }2> dt
(b) [Foedt ’

0 (@FD(eFD)

Exercice 21 [o02350] [Correction]
Calculer les intégrales suivantes :

+oo gt +00  tint

@ Jo = v ©) Jo = wrp &
+o0o ¢ +oo dt

(b) 1 ﬁ (d) 1 evire

Exercice 22 [oo667 | [Correction]
Calculer les intégrales suivantes :

o0 o=V too _ d o
(a) Jo ™ et (G N s 1 8) Jo s
(b) +oo /Ifa—1 27 sin®(x)
foﬂ/Q sin z In(sin z) dz © Jo = warey do ) Jo" seoror
L In +oo z)1/3— . 1 2de
0 1 it O KT L

Exercice 23 [oo670 ] [Correction]

(a) Calculer

oot dt
J:/ .
o L1+t

(b) Etablir

I/*‘X’ dt /*OO t2dt
B T A IR

(¢) En factorisant 1+ t* déterminer la valeur de I.

(d) f7eVidt
(e) fOJFOO Int dt

(14t)2

11n
(e) fo Hpdt

dx

Exercice 24 |[o3237] [Correction]
Justifier et calculer

Foo dt
[m (1+2)(1+it)

Exercice 25 [ 00676 | [Correction]

(a) Justifier existence de

Pour z > 0, on pose

(a) On rappelle sin(3a) = 3sin(a) — 4sin®(a). Etablir que

3% Sin
I(z) = % / ®) g,

t2

(b) En déduire la valeur de I.

Exercice 26 [o01334] [Correction]

Soient (a,b) € R? avec a < b et f € C°(R,R) admettant une limite finie £ en —oco

et telle que f;oo f existe.
Justifier 'existence, puis calculer :

+oo
/ (fla+ ) — f(b+a))da.

—0o0

Exercice 27 [oo677 | [Correction]
Existence et valeur de

+oo
arctan(2x) — arctan x
/ (2z) d
O x

Exercice 28 [01333] [Correction]

Calculer
dx

+oo
/_OO 142t 4 a8’
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Exercice 29 |[o03375 ] [Correction]

(a) Montrer que
VreR,e” > 1+ x.

En déduire

1
VieER1—2<e ' < ,
1+¢2

(b) Soit n € N*. Etablir 'existence des intégrales suivantes

‘oo, 1 oo dt
I:/ et dt,In:/ (1—t*)"dt et an/
0

0 o (1+)m

puis établir

I, < < Jn.

=

(c¢) On pose
/2
W, = / cos” z dx.
0

Etablir
I, = W2n+1 et JnJrl = Wap.

(d) Trouver une relation de récurrence entre W,, et W, o.
En déduire la constance de la suite de terme général

Up = (n+ )W, W, 41.
(e) Donner un équivalent de W, et en déduire la valeur de I.

Exercice 30 [o0525] [Correction]
Justifier ’existence et calculer

+oo
I :/O t[1/t] dt.

Exercice 31 [o3630] [Correction]
Soit f:]0;1] — R continue, décroissante et positive. On pose pour n € N*

1 — k

Montrer que f est intégrable sur |0;1] si, et seulement si, la suite (S,,) est
convergente et que si tel est le cas

ft)dt = lim S,.

10:1] n—-+4oo

Exercice 32 [os015 ] [Correction]
Existence et valeur de
e (-l
/ dt.
1 t

Calcul d’intégrales comportant un paramétre

Exercice 33 [oo06s83 ] [Correction]
Existence et valeur pour a > 0 de

Exercice 34 |oo6s4 | [Correction]
Soit a > 0. En procédant au changement de variable u = a/t, calculer

T Int
I = —dt.
(a) /0 a2+ 12

Exercice 35 [02826] [Correction]

Calculer N
]
/ _Int
o t2+a?

oua > 0.

Exercice 36 |[o362s8] [Correction]
Pour quelles valeurs de a et b I'intégrale suivante est-elle définie ?

“+o0
/ (VE+avt+1+bvt+2)dt.
0
La calculer lorsque c’est le cas.
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Exercice 37 [oo6s1 ] [Correction]
Pour a > 0, calculer

+oo
I(a) = / (t — [t])e=at dt.

0

Exercice 38 [oo06s6 ] [Correction]

Soit f une fonction continue et croissante sur R telle que lim,_, o f(z) = £.

a) Pour a > 0, montrer que 'intégrale
g

+o0
[ sera) - @
0
est définie et la calculer.

(b) Calculer
+oo
/ arctan(x + a) — arctan(z) dz.

— 00

Exercice 39 [o2827] [Correction]
Trouver une expression simple de

/’T sin® ¢ &
o (1 —2xcost+ x2)(1—2ycost+ y?)

ouz,y€]-1;1].

Exercice 40 |o2825 | [Correction]
Existence et calcul éventuel de

+oo 1
| et
oo L+ (t41b)?

Exercice 41 [o3ss4] [Correction]
Pour a € R, étudier ’existence et déterminer I’éventuelle valeur de

/+°° da
0o it+ar+1’

Exercice 42 [o3222] [Correction]
Pour a,b > 0, calculer

e dt
I(a’b):/,oo (2 + a2)(2 1+ b2)°

Exercice 43 [ 02968 | [Correction]

Soient P et @ dans R[X], ou @ ne s’annule pas sur R et deg P < deg @) — 2.
Exprimer fR P/@Q al’aide des coefficients intervenant dans la décomposition en
éléments simple de P/Q.

Exercice 44 [ 04060 | [Correction]
Soit f: [0;4+o00] — R continue telle que I'intégrale suivante converge :

On se donne deux réels 0 < a < b.

(a) Etablir que pour tout x > 0

[t I
. t

t ax

(b) En déduire convergence et valeur de

[t
0 t

Changement de variable

Exercice 45 [o03177] [Correction]
En opérant le changement de variable ¢t = e~

1 2
1+
1:/ LR
o 1+t

Exercice 46 [ 02500 | [Correction]

* calculer
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(a) Calculer
“+oo 1 2
/ e g,
o 1+x*

en effectuant notamment le changement de variable x = et.

(b) En déduire la valeur de
/ oo dx
0 ]- + .’E4 ’

Exercice 47 [oos6s | [Correction]

Existence et valeur de
“+o0
[ / _dt
o (1+1¢2)2

On pourra exploiter le changement de variable u = 1/t.

Exercice 48 [ 00669 ] [Correction]

+o00 d +oo
o  T3+1 o x3+1

(b) En déduire la valeur de 1.

(a) Etablir

Exercice 49 [o02824 ] [Correction]
Existence et calcul de

w/2
/ Vtan 6 dé.
0

Exercice 50 [02965] [Correction]
Calculer

/01\/%(% /01de.

Intégration par parties

Exercice 51 [o00680] [Correction]
Calculer pour n € N,

1
In:/ (zlnzx)" de.
0

Exercice 52 [oo0679 | [Correction]
Existence et calcul pour n € N de

I _/+°° dz
" T

Exercice 53 [ 02555 | [Correction]

On considére
Int

(1+1)2
(a) Etudier I'intégrabilité de f sur J0;1] et [1;+oo|.

(b) Calculer
1 +oo
/ LI / LU
o (1+1)? 1 (1+1)?

fit—

Exercice 54 [oo671 | [Correction]

Calculer
/1 In(1 - 22)
————dz.
0 X

Exercice 55 [03620] [Correction]
Soit f: [1;400] — R continue et intégrable. Montrer que les fonctions u et v
suivantes sont intégrables sur [1;+oo[ et que leurs intégrales y sont égales :

f(x)

- .

u(z) = % /1 F(t) dt et v(z)
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Exercice 56 |[03443] [Correction]
Soit f: [0;+o0o[ — R de classe C! et vérifiant f(0) = 0. Etablir

oo [ (10 o [ 100,

en justifiant I’existence des intégrales écrites.

Exercice 57 [o0665 ] [Correction]
Soit u: R — R une fonction de classe C! telle que

“+o00
[ ((1 + ) u(z)? + u’(x)2) dz < +oo.

(a) Déterminer les limites de x — xu(z)? en 4oo.

(b) Etablir

/M o (z)? dz /%o 2?u(z)? dz > 411(/00 u(z)de)z.

— 00 — 00

Exercice 58 [03990] [Correction]

Existence et calcul de
“+o0 1 2
I = / ln< +t ) dt.
t2
0

Exercice 59 [o04190 ] [Correction]
En réalisant une intégration par parties, calculer

+oo —t —2t
(63 — €
/ SR
0 t

Exercice 60 [o04962 ] [Correction]
Pour n € N, calculer

Suites d’intégrales

Exercice 61 [o3s584] [Correction]
On pose

o0 d
In:/ ipournel\hnzz

(a) Déterminer une suite de fonctions (f,,) telle que
1
I, = / Fult) dt.
0
(b) Déterminer deux réels a et b tels que

b 1
I, =a+ — 40| — ) quand n — +o0.
n n

Exercice 62 [oo6s2 | [Correction]

On pose
g, = / .
DT
(a) Calculer Jy.

(b) Former une relation de récurrence engageant J,, et Jyy1.
(c) Etablir qu'il existe A > 0 tel que

Ip ~

Bl

Exercice 63 [ 00157 ] [Correction]

Pour n € N*, on pose
+oo
t— |t
un:/ 1] dt
0 t(t+n)

ou [t| représente la partie entiére de t.
(a) Justifier la bonne définition de la suite (up)n>1-

(b) Montrer que pour tout A > 0

[t 2 e )

En déduire une nouvelle expression intégrale de w,.
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(¢) On pose Exercice 66 |[o317s8] [Correction]
Up = Ny, Soit f: [0;+o00[ — R une fonction continue par morceaux, décroissante et de

. limit lle. Montrer 1 de l'intégral
Montrer la convergence de la série de terme général Hmite nute. Lontrer fa convergence de 1integrale

+oo

Up — Up—1 — i / f(t) sin(t) dt.
2n 0

(d) En déduire un équivalent de w,,.

Exercice 67 [03334] [Correction]
La fonction z — [ sin(e) d¢ admet-elle une limite en +o0?
Exercice 64 [02446] [Correction]

(a) Soit f € C'([a;b],R). Déterminer les limites des suites
Exercice 68 [02421] [Correction]

b b
(/ f(t) sin(nt) dt) et (/ £(t) cos(nt) dt) ) Convergence de .
a neN a neN / .2

(b) Calculer, pour n € N*,
/2 sin(2nt) cos t
/ sin(2nt) cos gt
0

sin¢ Exercice 69 | 03414 | [Correction]
(on procédera par récurrence) Trouver un équivalent en +oo de
(c) En déduire 1
/+oo sint dt fA) = / e*” sz,
0 t 0

(d) Etudier la limite puis un équivalent de
Exercice 70 [oo691 | [Correction]

/2 . Pour x > 0, on pose
In(2sin(¢/2)) cos(nt) dt .
0

neN T T T
flz) = / ol dt = / cos(t?) dt + 1 / sin(t2) dt.
Intégrales seulement convergentes 0 0 0

(a) Montrer
Exercice 65 [ 02346 ] [Correction] B ei®® 1 1 [Teit’ 1 .
(Intégrale de Dirichlet) Justifier la convergence de l'intégrale suivante @)= 2ix + 2i J, t2 b

T gint En déduire que f admet une limite notée A en +oo.
/0 t dt. (b) On pose g(z) = X — f(z). Montrer que pour > 0

On peut montrer que celle-ci est égale & /2 mais c’est une autre histoire. . . 1 /+oo eit? RES
xr

9(@) = 5 2 YT o
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(c) Montrer qu’au voisinage de +o00

Exercice 71 [o0695 ] [Correction]
Soit f: [0; 400 — R continue. On suppose que l'intégrale suivante converge :

/0 o F(4) dt.

1 xr
li — tf(t)dt
zﬂlm/O 1®

Calculer

Exercice 72 [o03631] [Correction]
Soit f: [1;4o00[ — R continue. Montrer

+oo +oo f
/ f(t)dt converge = / dt converge.
1

Exercice 73 [o02378] [Correction]
Soit f: [0;4+o0o] — R continue et « > 0. Montrer

e O f()
/ f(t)dt converge = / e dt converge.
0

Exercice 74 [o03900] [Correction]

Soit f: [a;+o0o[ — R avec f de classe C!, décroissante et de limite nulle en +oco.

Soit g: [a;+oo[ — R continue telle qu’il existe M € R, vérifiant

/;g(t)dt’ <M

Montrer la convergence de I'intégrale suivante

Va € [a;400],

+oo
/ F(H)g(t) dt.

Etude d’intégrales dépendant d’un paramétre

Exercice 75 [oo6ss | [Correction]

On pose pour
o dt
fla) = /1 ta 41

(a) Pour quelles valeurs de a, 'intégrale définissant f(a) existe-t-elle ?

(b) Montrer que la fonction est décroissante et de limite nulle en +oo.

Exercice 76 |[oo6s7 | [Correction]
(Fonction T' d’Euler) Pour > 0 on note

+oo
I(z) = / t* et dt.
0

(a) Montrer que cette derniére intégrale est bien définie pour tout = > 0.

(b) Justifier
Ve >1,T(z) =(x—1)'(x —1)

et calculer I'(n) pour n € N*.

Exercice 77 [oo06s89 | [Correction]

(a) Pour quelles valeurs de x, I'intégrale

1tx—1
f(x):/o 11 &

est-elle définie ?
(b) Etudier la monotonie de f.
(c) Calculer
f(z) + f(x + 1) pour z > 0.
(d) Déterminer la limite de f en +oco ainsi qu’un équivalent.

(e) Déterminer la limite de f en 0T ainsi qu’un équivalent.

Exercice 78 [00692 ] [Correction]
Soit ¢: Ry — R une fonction de classe C! intégrable.
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(a) Soit A > 0. Montrer

r—r+0o0

/A o(t) cos(zt) dt —— 0.
0

(b) Montrer
+oo
/ o(t) cos(xt) dt —— 0.
0

Tr— 400

Intégrales fonctions des bornes

Exercice 79 [o0690 ] [Correction]

Pour x > 0, on pose
+oo et

(a) Montrer que F'(x) est bien définie pour tout = > 0.
(b) Etablir que F est de classe C* sur RY et calculer F’(z).

(c) Montrer
lim zF(z)=0 et lim xF(x)=0.
T —+00 r—0t
(d) Sans exprimer F'(z), justifier Pexistence et calculer
“+oo

F(z)dx.
0

Exercice 80 [o02879] [Correction]

(a) Donner la nature de l'intégrale

+oo s
t
/ sint .,
0 t

flz) = /W SlTnt dt.

(b) Montrer que f est de classe C* sur R et exprimer sa dérivée.

(c) Calculer
+oo
/ () de.
0

On pose pour tout réel x

Exercice 81 [oo02s1 ] [Correction]
Pour tout « € [1;+o0], on pose

x t
F(x) = dt.
() / _

(a) Montrer que F est bien définie, continue sur [1;+oo[ et de classe C* sur
]1; +o0o[. Exprimer F’(x).

(b) Etudier la dérivabilité de I en 1. Préciser la tangente au graphe de F en 1.
(¢) Etudier la limite de F' en +oo.

(d) Justifier que F' réalise une bijection de [1;+oo[ sur un intervalle & préciser et
que F'~! est dérivable sur |0; +oo[ et solution de 1’équation différentielle

yy' =y - L

(e) Etudier la dérivabilité de F~! en 0.

Exercice 82 [02348] [Correction]

(a) Justifier que

AR
G(x’y)*/o it

ot [t] représente la partie entiere de ¢, est définie sur (R ).
(b) Montrer que G(z,y) tend vers une limite G(z) quand y tend vers +oo.

(c) Montrer que

VneN*,G(n,y)—1</0nt L] dt—/wt ] dt>.

n t t

(d) On note H(n) = nG(n); montrer que la série de terme général

1

H(n)—H(n—l)—%

converge et en déduire un équivalent de G(n).
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Intégration des relations de comparaison

Exercice 83 [03893] [Correction]
Déterminer un équivalent quand x — +oo du terme

+oo —t
/ ¢ ar
= t

Exercice 84 [o03s94] [Correction]
Déterminer un développement asymptotique & trois termes quand x — +oo de

I’expression
x et
| G
1t
Exercice 85 [ 04059 ] [Correction]
Soit f: [0; 400 — R une fonction continue. Pour 0 < a < b, déterminer

bx
lim @ dt.

=0t Jon

Exercice 86 [ 04075 ] [Correction]
Soit f: [0; 400 = R% de classe C! et non intégrable. On suppose

@) = o(f(x)).
f(@) xjooo(/ozf(t) dt).

r—+00
Montrer

Applications

Exercice 87 [o5031] [Correction]
Soit f:]0;1[ — R continue par morceaux, monotone et intégrable sur ]0;1[.

(a) Etudier
() ) o5

(b) Application: Déterminer

: wl o TN . (27 . ((n—1)m
lim sinf — |sin{ — | x -+ x sin[ ——— |.
n—-+oo 2n 2n 2n
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Exercice 1 : [énoncé]

On notera f la fonction intégrée et I Uintervalle d’étude, a chaque fois f s’avére
continue par morceaux sur /.

(a) I=10;+o00], t2

+00 te”
1+¢2

f(@) T 0 donc f est intégrable et [ gt converge.

—10- Int _ In(l-w)
(b) I= ]071[5 \/if(t) m 0 et \/(1—t)3 fe1q U2

intégrable et fol \/(lln_tit)s dt converge

~ _ﬁ donc f est

¢) I =]0;+00[, == ~ 2 donc f n’est pas intégrable au voisinage de 0.
et—1 + t g g
t—0
Puisque de plus cette fonction est positive, on peut affirmer que Iintégrale
diverge.
(d) T=1]0;400[, f(t) — 0 et t2f(t) = e2i=(nD* — nt2=lnt) _, 0 donc
t—0+ t—+o0

f est intégrable et f(+°° e~ q¢ converge.

(e) I=1[0;+o00, 2f(t) =
f0+oo e~tarctant d¢ converge.
(f) I=10;400[.
Quand t — o0,

fit)y=t+2 t\/1+4+1—t+2 t(1—|—2+ ! 2
- t 2 t 212 t2

f n’est pas intégrable en 4oc0. Puisque de plus cette fonction est positive, on
peut affirmer que l'intégrale diverge.

g2 Int—tarctant e 0 donc f est intégrable et
— 400

(/) ~

Exercice 2 : [énoncé]

(a) La fonction f est définie et continue par morceaux sur ]1;+o0].
Quand x — 17,

et quand * — +o00

donc f est intégrable sur |1;4o00].

(b) Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

[ ([w5) ([5e)

En calculant les intégrales introduites
3 1/2 1/2
V1 1 1 1
/ VBT gr < <1 - > (((1113)2 - (1n2)2)> )
o (z—1)/z 2 2 2

Exercice 3 : [énoncé]

La fonction f: ¢+ In(tht) est définie et continue par morceaux sur |0 ; 4ool.
Quand ¢t — 0, tht ~t — 0 7& 1 donc In(tht) ~ Int puis v#In(tht) ~ v/tInt — 0.
Quand t — 400, tht =1 — 25 donc In(tht) ~ —2e~2" puis #* In(tht) — 0.

On en déduit que f est intégrable sur ]0; +oo|.

Exercice 4

On a

: [énoncé]

nm n km
|sint| dt = /
/ 2 o

et donc ¢ — sint n’est pas intégrable sur [0; +o0].
La fonction ¢ — Smt est prolongeable par continuité en 0 et c’est ce prolongement
qu’on considére pour étudier son intégrabilité sur [0; +o0].

/"7r \smt|d —Z/ |smt|
0 -

/k” |sin ¢| dt>/lm |sin | Q> 2
(h—)r 1 T Je-ye kT T km

nm n
|sint|
dt >

|sint| dt = n/ sin(t) dt = 2n — +o0
0

Or pour k > 1,

donc

w‘w
>HN
WE
el
1
_|_
8
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Exercice 5 : [énoncé]
Pour a = 2® avec o > 0 on obtient

1 1
ng(x)ﬁﬂfa*ﬁ'
En prenant o = 2/3,
2
Off(x)fm

et donc, par comparaison de fonctions positives, f est intégrable sur [1;+o0].

Exercice 6 : [énoncé]
Puisque |g| < |f], I'intégrabilité de f entraine celle de g.
Inversement, supposons g intégrable.

On a
(k+1)7

nmw n—1
/O \f(t)|dt:kz_0/kﬂ f(t)dt

avec par décroissance de f

(k+1)m
/ F(#)dt < 7 f (k).
k

s

Parallélement
km T

/ |f(t)||sin(t)| dt > f(kﬂ')/ sin(t) dt = 2f (kn)

(k—1)m 0
done (k+1) k

™ T us .
/k o mar< g /(k_m £(0)|sin(6)] .

Ainsi (1)

/0 |f(t)}dt§/0 f(t)dt+/0 f(t)|sin(t)| dt
et donc

nm T +o00
/0 |f<t)}dt3/0 f(t)dt+/0 |lg(t)| dt.

On peut alors affirmer que les intégrales de |f| sur les segments inclus dans
[0; 400 sont majorées ce qui signifie que la fonction f est intégrable sur [0; +o0].

Exercice 7 : [énoncé]
Soit g € ]¢;1[. Il existe A € Ry tel que

Vo > A, f(;(;l) <q
et donc
Vo > A, f(z+1) < qf(z).
On a alors
Atn n—1 .A41 nolopar A+1 ol
| swar- ;/A Flt+kydt < z_j/A sy = [ 03 aat
et donc

/ st < —— [ pwyar= .
A 1—qJa

On en déduit que les intégrales sur [4; A + n] de la fonction positive f sont
majorées et donc f est intégrable sur [A; A 4 oo puis sur [0; +o0].
L’intégrale étudiée est donc convergente.

Exercice 8 : [énoncé]
f est évidement dérivable sur ]0;1] avec

f(z) =22 COS(;) + isin(é)

M — xcos<1> —0
20t

T 2

et puisque

f est aussi dérivable en 0 avec f'(0) = 0.

La fonction z +— x cos(1/x?) est intégrable sur ]0;1] car bornée.

En revanche, la fonction g: z + sin(1/2?)/x n’est pas intégrable sur ]0;1]. En
effet, par le changement de variable C* bijectif ¢t = 1/22, I’ intégrabilité de g sur
]0; 1] équivaut a l'intégrabilité sur [1;+oo[ de

t — sin(t)/t et cette derniére est connue comme étant fausse.

On en déduit que f’ n’est pas intégrable sur ]0; 1].

Exercice 9 : [énoncé]
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(a)

Soit F' une primitive de la fonction continue f. On a

1
=—(F(z) - F(0 F'(0) = f(0).
9(@) = —(F(x) = F(0)) —— F'(0) = f(0)
Ainsi on peut prolonger g par continuité en 0 en posant g(0) = f(0).

Soit F' une primitive de f (il en existe car f est continue).
On a

J(x) = _x12 (F(:E) . F(O)) 4 f(xx) _ f(@) ;g(x)
Par intégration par parties
b b
[ #wa=[wo] -2 [ twowa

donc

/abf(t) dt = [th(t)]b - 2/ab(f(t) — g(t))g(t) dt

a

puis la relation proposée.
On en déduit par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

g t)dtg2\//bf2(t)dt\//bg2(t)dt+agQ(a)
b b b
/ f(t)dt—# / f2(t)dt\/ | sdt < ag’a)

en ajoutant un méme terme de part et d’autre

W dt_w W) <o+ [ Foya

puis par la croissance de la fonction racine carrée
b b b b
/ g2(t) dt — / F2(t)de < ' / g2(t)dt — / fz(t)dt‘
b
<\fag?(a)+ [P0

puis

et enfin

\//ab ()dt<\// 21 dt+\/ag /f2

+o0 +oo
< \//0 f2(t)dt+\/a92(a)+/0 f2(t) de.

(d) En faisant tendre a vers 0, on obtient

b +oo
\//0 g<t>dtg2,//0 £2(t) dt

et on en déduit que la fonction g? est intégrable sur R, car les intégrales de

g? sur les segments inclus dans R, sont majorées.

Exercice 10 : [énoncé]

fot s =t est deﬁme et continue sur |0 ; +oo].
Quand t — 0, f(t) ~ donc fo

ie a<4.

Quand ¢t — +o0, f(t) ~ 25 donc f;roo
a—1>1ie a>2.

Finalement f+oo t=sint ¢ est définie si, et seulement si, o € |2;4[.

Gto‘*?’

Exercice 11 : [énoncé]

(a) L’intégrale étudiée est bien définie pour a > —1 en tant qu’intégrale d’une
fonction définie et continue sur le segment [0;7/2]. Par le changement de

variable proposé, qui est C! strictement monotone, on obtient

/”/2 dt _/+°° dz
o 1+asin®t) Jo 1+ (1+a)z?

En considérant © = z+/1 + a, on détermine une primitive de la fonction

intégrée

oo dz
tan(v/'1
/0 1+ (1+a)? arc an( +a:z:)

/”/2 dt o7
o l4asin®(t) 2VI+a

<

Finalement

f(t)dt est définie si, et seulement si,

—+o0

0

t) dt est définie si, et seulement si, « —3 < 1
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b) Par la symétrie du raphe de fonction sinus en 7 2, on peut directement
g
affirmer

/’T dt _, /“/2 dt
o 1+ (mmesin®(t)  ~Jo 1+ (nm)esin(t)’

Le calcul qui précéde donne alors

/’T dt ™ 1-a/2
o 1+ (nm)asin®(t)  /1+ (nm)® ne/2

Par équivalence de séries & termes positifs, la série étudiée converge si, et
seulement si, a > 2.

(c) Pour ¢ € [nm;(n+ 1)n], on a
1+ (nm)®sin?(t) < 1+ t%sin?(t) < 1+ ((n+ 1)7)*sin?(¢).

Puis en passant & 'inverse et en intégrant, on obtient ’encadrement

et assurer que la fonction ff’ est intégrable sur [0;4oo[. Or

/ Cprar

(f(2))®

N =

donc f? converge quand x — 4o00. Puisque la fonction f? est intégrable sur
[0;400[ et converge en +o0o, sa limite est nécessairement nulle et donc f +—> 0.
oo

Exercice 13 : [énoncé]
Par la relation de Chasles

/merl f(t) 4 — [)z+1

(t)dt — / f)de
0
donc, quand x — +oo,

/:Hf(t) dtﬁ/;w f(t)dt/0+oo F(t)dt = 0.

(’I’L+1)7T dt (71+1)7T dt (nJrl)
< —— < .
/mr 1+ ((n 4+ 1)m)sin®(t) — /m 1+ tesin?(t) — /m 1+ (nm)esin’(t)

Par comparaison de séries a termes positifs, la convergence de la série étudiée

équivaut a la convergence de la série précédente. La condition attendue est
donc encore o > 2.

(d) Les sommes partielles de la série étudiée ci-dessus correspondent aux
intégrales suivantes
nm
/ dt
o 1+tesin(t)

La fonction intégrée étant positive et la suite de segments [0;n7] étant

croissante et de réunion R, la convergence de 'intégrale proposée entraine la

convergence de la série et inversement. On conclut que l'intégrale étudiée
converge si, et seulement si, a > 2.

Exercice 12 : [énoncé]
Par l'inégalité

1
ab < 5(a2 +v?)
on peut affirmer

Ifr<s (f2 +17?)

Exercice 14 : [énoncé]

(a) Pour x > 1, la décroissance de f donne

/:Hf()dt<f )< [ sw
/;Hf(t) dt = /OI+1 t) dt/ow F(t)dt

et puisque 'intégrale de f sur [0;+oo[ converge

x+1 +oo “+o00
/ )yt —— f(t)dt—/o F)dt

r—-+00 0

Aussi
/ ft)de —> 0

et donc par encadrement
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(b) La fonction f est positive car décroit vers 0 en 400 et

FRIVL el

0< gf(@ <

ce qui permet d’affirmer
xf(x) —— 0.
r—+00

(c) Soit f la fonction définie sur Ry par :
Vo € [0;2], f(z) =0
et
n’t site[0;1/n?
site[1/n?;2/n?
0 sinon

Vn e N\ {0,1},Vt € [0;1[, f(t +n) =

f est continue sur R, et

/f t)dt = Z/kﬂ )dt =

Puisque la suite ([0;n])nen est une suite croissante de segments de réunion
Ry et que f est positive on peut affirmer que f est intégrable sur [0;4oo].

Exercice 15 : [énoncé]
Montrons pour commencer

Ve >0,YAER,, Iz > A, |zf(z)| <e
Par ’absurde, supposons qu’il existe € > 0 et A € R vérifiant
Vo > A, |a:f(x)’ >
on a alors au voisinage de 400
[f(@)] > -~

ce qui est contradictoire avec 'intégrabilité de f.
Sachant
Ve > 0,VA € Ry, dx > A, }xf(a:)| <e

on peut construire une suite (x,) solution en prenant ¢ =1/(n+1) >0, A=n et
en choisissant z,, vérifiant

Tp >N et ‘mnf(xn)| <1/(n+1).

Exercice 16 : [énoncé]

Ou peut prendre f nulle sur [0; 1], puis pour chaque intervalle [n;n + 1] avec

n € N*, la fonction f affine par morceaux définie par les nceuds f(n) = 0,

f(n+ %) =n, f(n+ %) =0et f(n+1) =0 ce qui définit une fonction f positive
continue vérifiant f:ﬂ f= n% et donc intégrable sur R bien que non bornée.

Exercice 17 :

(a) On a

[énoncé]

f(@) = /(0 + F(e) dt

donc f/(z) admet une limite finie £ quand x — +o0.

Si ¢ > 0 alors pour x assez grand f'(x) > ¢/2 puis f(z) > fx/2 4+ m ce qui
empéche la convergence de f0+°° f(t)dt.

Si £ < 0 on obtient aussi une absurdité. Il reste donc £ = 0.

(b

Puisque la fonction f’ est continue et converge en +oo, cette fonction est

)
<1 pornée et donc t — f(t)f'(t) est intégrable sur [0; +ocl.

Exercice 18 : [énoncé]

(a) Par convergence, limy;_s 1o f0M|g t |dt fooo|g

(b) Soit f une primitive de g. On peut écrire f (z)
Pour tout # < y € R on a alors : | f(y) — f(z)|
Soient € > 0 et M tel qu’introduit ci—dessus
Si x> M alors

t)| dt d’ou le résultat.
Jy 9)dt+C.
J.

< ]gto)] ar

+oo
- @] < [ o] <e
M
De plus, la fonction t — ‘g(t
est bornée par un certain A et on a donc ‘f(y) —
r<yel0;M+1]
Par suite, pour « = min(1,e/A4) > 0, on a pour tout z <y € R,

)’ étant continue sur le segment [0; M + 1], elle y
f(z)| < Aly — 2| pour tout

y—2l<a = [f) - f@2)| <e

La fonction f est donc uniformément continue.

Exercice 19 : [énoncé]
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(a) Puisque f est de classe C2, on peut écrire

() = £(0) + / ")t

Par intégrabilité de f”, la fonction f’ admet une limite finie ¢ quand

T — +00.

Si £ > 0 alors, pour z assez grand f’(z) > £/2. Notons A > 0 tel que ce qui
précéde soit vrai pour x > A. On a alors

T A =
f@) =10+ [ raaz o+ [ e [ Sar

et donc f(z) > fx/2 + C* ce qui empéche la convergence de f0+°o f(t)dte.
Si ¢ < 0 on obtient aussi une absurdité. Il reste donc ¢ = 0.
Posons

Plz) = /O " r)ar.

Par I'égalité de Taylor avec reste intégrale

x+1

F(z+1)=F(z) + f(z) +/ (x4+1—1t)f(t)dt.

x

Quand x — +o0,
+oo
Flz), F(z + 1) — / F(t)dt.
0
Aussi f'(z) — 0 et

r+1
1—t)f () dt| < ") —=0
[ wri-oroal< ma 1o
donc par opération f(z) — 0.
(b) Par ’égalité de Taylor avec reste intégrale

n+1

fint 1) = f(n) + f(n) + / (n 1) — ) f(t) e

n

donc
n+1

f'(n)=f(n+1)— f(n) +/ (n+1—1t)f"(t)dt.

n
La série de terme général f(n+ 1) — f(n) est convergente car de méme nature
que la suite (f(n)) qui converge en +o0o. La série de terme général

f:H(n +1—1t)f"(t)dt est absolument convergente car

n+1 n+1
/ <n+1—t>f"<t>dt\s [l

et le terme majorant est sommable par intégrabilité de f”.
Par conséquent, la série Y f/(n) est convergente.

Aussi

n+1 (n 4 1 _ t)2

5 f(t)de.

F(n-+1) = F() + f() + 570 + [

n

On peut alors mener le méme raisonnement et conclure que > f(n) converge.

Exercice 20 : [énoncé]
On notera f la fonction intégrée et I I'intervalle d’étude, a chaque fois f s’avére
continue par morceaux sur [.

(a) 1=105+o0], /(1)
converge.

+oo dt oo 1 +oo
/ 7:/ S S P [m“l} —n2.
o (E+1(t+2) 0o t+1 t42 t+2],

(b) I =1[0;+oo[, 2f(t) P 0, donc f est intégrable et I'intégrale étudiée
oo

converge.
/+°O dt _ /+°° du 1
o (etH+D(et+1)u=ef, (u+1)2 2

(c) I =10;+o0], VEf(t) = 0 et f(t) Aot # donc f est intégrable et
— [ee}

I’intégrale étudiée converge.

oo 1 o]0 oo 24t
/0 1n(1+t2)dtlgp [tln(l—i—l/t )}0 +/0 TrE="

L’intégration par parties est justifiée par deux convergences.
(d) I=1[0;+o0[, t2f(t) pwvedU donc f est intégrable et I'intégrale étudiée
— 400
converge.

“+o0 “+o0 +oo +oo
/ e Vidt = / 2ue”“du = { — 2ue*“} + / 2¢ " du = 2.
0 u=vtJo Ipp 0 0

~ tiz, donc f est intégrable et 'intégrale étudiée
— 400

L’intégration par parties est justifiée par deux convergences.
(e) I =10;+o0], Vif(t) — 0 et t3/2f(t) ——— 0 donc f est intégrable et
t—0t+ t—+4oc0

I’intégrale étudiée converge.

“+00 +oo Foo
/ Int g - / Inl/u du:/ Inwu du
o (142 w=1t)y w21+ 1/u)? o (u+1)?
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donc
Int

+oo
/0 (1+1)2
Exercice 21 : [énoncé]

On notera f la fonction intégrée et I l'intervalle d’étude, a chaque fois f s’avére
continue par morceaux sur I.

dt = 0.

(a) I=1[0;+o00], t2f(t) pa 0, donc f est intégrable et f0+°° \/;tﬁ converge.
+o0 RIS 1 + 211
/ dt - / 2du g V24 = 2In(1+Vv?2).
0 Ve+lu=verilyz u2—1 ut+1] 5 V2-1
(b) I =[1;+o00], t2f(t) P 0, donc f est intégrable et f;roo Jt converge.
— 400 E

e+1
e—1"

/+°° dt /+°° 2 dt /+°° 2du u—1\"%
— = 7 = ikl =1In
1 sht 1 et—etu=et J,  w?-—1 u+1/,

_ (1n

(c) I =1]0;+00[, f(t) — 0 et t2f(t) — 0 donc f est intégrable et
t—0 t——+o0
f0+°° C télflt)Q dt converge.
—+oo —+oo +oo
/ tint d = / Inl/u du:/ ulnu du
o (BH+1)? w=t)o  wP(l41/u?)? o (w+1)?
donc N
> tint
dt =0
/0 (t2+1)2
. , —+o0
(d) I =[1;+o0[, 2f(t) P 0, donc f est intégrable et [| tz\/d% converge.
/+°° dt / B /+°° 4dz B /+°0 4du
1 21+ 2 t= sha argsh 1 Sh X argsh 1 (efE - e_$)2 u=e® J11v32 U(U - 1/“)2
donc
oo 4ud I 1
I
1 e2VI+e2 Jipys (W2 1) l—w?] 5 (V2+1)2-1

—10- 2/3 PtA lln¢
(e) T=10;1], t¥3f(t) o 0 donc f est intégrable et [ v dt converge.

l

1
=4
0

Int
dt =

1
4Inudu = |dulnu — 4u
Vi u_\/g/o [ }

Exercice 22

: [énoncé]

1

est définie et continue sur ]0; +ool, f(t ) et t2f(t) —— 0

t t—+oo

(a) frtms

donc f est intégrable et 'intégrale étudiée converge.
Via le changement de variable u = v/t

+o0
I:2/ e “du=2.
0

(b) f: x> sinzln(sinz) est définie et continue sur ]0;7/2] et f(x) - 0 donc
z—

f est intégrable et I'intégrale étudiée converge.
Via le changement de variable t = cosz

1t 1
1:7/ In(1 — z%)dz = =
2 Jo 2

. Int 2 : H .
(c) f:t— 71— est définie et continue sur 105 1], VEf(t) 5 0et f(t) -7 0

donc f est intégrable et I'intégrale étudiée converge.
Via le changement de variable u = /1 —¢

1
/ In(l—2z)+In(l+z)dr=In2-1.
0

0 1
I:—/ 21n(1—u2)du:/ 2In(1 — u?) du.
1 0

Or fol In(1 — u?)du = fol In(1 —u)du+ fol In(1 4+ u)du =2In2 — 2, donc
I=4In2—4.

(d) f:zw m est définie et continue sur ]0; +oc[, f(x) o~ —5 et

f@) ~

~ 14—1/3 donc f est intégrable et I'intégrale étudiée converge.
Via le changement de variable t = /z,r = t3,dz = 3t dt.

/+oo /+c>o 3t2dt 3/+oc tdt
0 (x+1 (z+1) ¥z 1)t o 341

teo dx t+1 2t
= |Iln + V3 arctan
/0 (x+ 1)z [ t?—t+1

2, -

(e) f:a— Vxl(;“f:m)l est définie et continue sur J0;+ool, f(z) —— 1 et
z—0
flz) ~ donc f est intégrable et l'intégrale étudiée converge.

T—+00 :”3/2
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Via le changement de variable t = /1 + z,2 = t> — 1,dz = 2t dt. On écrit )
1 1
2
[ Yarar= [ = | — oMo, 4 2
0 z(14 x) 1 (t2 —1)t? 1 tt+1)

On pose alors z — £ = ¢ sint et on a Vo — 22 = § cost.

Par ch td iabl
) frx— Q)1 (ot définie et continue sur 10;+o0], f(x) — 3 et ar chiangement de varable
x—0

z(1+x)2/3
fl@) ~ %/3 donc f est intégrable et I'intégrale étudiée converge. 'ozde _ /2 sint + 1 tdt =
r—+oo T \/ﬁ— mCObt t_§
Via le changement de variable t = (1 4+ z)'/3, 2 =3 — 1,dz = 32 dt. 0 —7/2
too (14 2)1/3 —1 oo dt
—_— da: =3 P E——— E 3 23 . [é &
0 2(1+ 2)2/3 L 2Ht+1 xercice : [énoncé]
or N (a) f: 1t~ = est définie et continue sur [0;+oof, f(t) oo % donc f est
too dt |2 2t +1 7 intégrable et l'intégrale J converge.
5T, — | 7= arctan = —
1 ?+t+1 \/> \/g 1 3\/3 +oo
oo tdt 1 ) T
donc —5 = |5 arctant =—.
/+°°(1+g;)1/3_1d T o 1+t 2 0 4
——dx = —.
0 QL'(]_ + x)2/3 \/g 1 1 2 1 : : :
— ~ 1 et 57 ~ 53 donc les deux intégrales introduites convergent.
b) 1 7 T 7= donc les d égral d
(g) Par 2w périodicite, t=oo toheo , ,
Le changement de variable = 1/t transforme 1’'une en 'autre.
/27r de /7r dz (c) On a la factorisation
24+ cosx ) . 2+cosz’
0 B l=(2+1)% =22 = (2 + V2t + 1)(12 — V2t + 1)
Sur |—7 ;7[, on peut réaliser le changement de variable ¢t = tanz/2. 1
onc
/2’* de /+°° 2dt B /+°° 2dt  2r oo gt +00 a o0
2+cosr ) oo 2 =2y © ) 342 3 I—\/iJ—i—I:/ 7:/ _—— = [\/iarctan \/it—l—l}
0 (1+t)(2+1+t2) \/g 0 t2+\/§t+1 0 (t—f—%)Q—'—% ( )0
(h) Sur [0;7/2[,]7/2;37/2[ ou |37/2;27] on a puis
/ sin? ¢ d / t2dt x+2 ¢ tanx+cte I;( m n 77) s ‘
———dz = ———————— = —— + —arctan .
3cos2z +1  t=tanz ) (1+2)(4+t2) 3 3 2 V2 2v2)  2V2
Par recollement, on détermine une primitive sur [0;27] et on conclut
Exercice 24 : [énoncé]
™ sin?(x) do — 21 La fonction intégrée est définie et continue par morceaux sur R et est dominée par
s 3cos?(z) + 1 =g 1/t3 quand |t| — +o0, donc elle est intégrable et 'intégrale étudiée existe.

I ar deCOupage et CllallgellleIlt de VaIlable
’ . 5 5 5 a
(1) €T eSl definle ei C()Hllnue sur () ]. (17) _ 0' > O et

1 A v 4. , . /+Oo dt — /+Oo dt + /Jroo dt
f(z) Vi donc f est intégrable et 'intégrale étudiée converge a0+ )y Grei+w . 0+ -1)
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donc

/+°° dt _/+°° 2dt
o (TEA 40t Sy (LH2)2

/+°° dt _/+°° dt _/+°° t2dt
o A+t Sy A+t2) Jo (1+)*

Une intégration par parties justifiée par deux convergences donne

/+°° 2dt [ 1 ¢t +°°+1/+°° dt
0o (1+12)2 21+1t2], 2 o 1+¢2
V/ﬁcw dt j[+03 dt B E
oo (L)1 +1it)  Jg  14+t2 27

Exercice 25 : [énoncé]

et donc

.3
(a) f:t— s";# est définie et continue par morceaux sur |0 ; +ool.

Quand ¢t — 0, f(t) — 0 et quand t — +o0, f(t) = O(1/t?).

On en déduit que f est intégrable sur I ce qui assure ’existence de I.

(b) On a sin(3t) = 3sin(t) — 4sin®(t) donc

_[T°° 3sin(t) — sin(3t)
41(z) = /m — e dt.

Par convergence des intégrales écrites, on a

M) =3 /+°° sin(t) & /+°° sin(3t) "

2 t2

+oo 3 400 _:
/ sin(3t) gt = 3/ sin(u) du
z 3

t2 u=3t - u?

donc

I@) =2 / sin() g,

t2

(¢) I =1lim, ,oI(x). Or sin(t) =t + t3c(t) avec € — 0 donc

/ sin(t) g, _ In(3) + / " e(t) dt.

2 ©

Puisque f;x e(t)dt —— 0, on obtient
z—0

I =-1n(3).

Exercice 26 : [énoncé]
Puisque l'intégrale f0+oo f converge, il en est de méme de

/()Jroof(a—i-:z:)dzet /Omf(bm)dx

avec

[T ternar= [Tr@we [T roena [ s

On en déduit la convergence de l'intégrale suivante et sa valeur

+oo b
/ (f(a+z)—f(b+x))dz:/ f(z)daz.
0 a

D’autre part, on a par découpage et pour tout A > 0

—Atb

/0 (f(a+w)—f(b+x))dw=/ f(:v)dm—/abf(x)dx.

—A —A+a

Or
—Atb
bh— i < dz < (b—
(b=a)_, min, oS _/A+a flayde<b-a) mex !
avec
min f—— /et max f———/
[-A+a;—A+b]  A—+oo [-A+a;—A+b]° A—+oo

car f converge vers £ en —oo.
On en déduit la convergence et la valeur de 'intégrale suivante

0 b
/ (f(a+m)—f(b+m))dx:(b—a)ﬁ—/f(x)dx

— 00

et finalement on obtient la convergence et la valeur de l'intégrale suivante

+00
/ (flat+z)— fb+2))dz = (b—a)l.

— 00
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Exercice 27 : |énoncé avec wy = exp(2ikm/12), les w1, ws, w4 et ws de parties imaginaires strictement
g

La fonction f: z w est définie et continue par morceaux sur positives. .y

105 +00]. __1-X s

Quand z — 07, Xk - X2y |, 12 (wi — w)-

2x — . .
f(g;):w—)l_ Soit w=a+ibe CavecacRet b>0.On a
x
da— A at A (t—a)+ib 1 t—al?
Quand z — +o0, / = / (ai)z—'_lz dt = [ ln((t _ a)2 + b2) +iarctan } i
x 1 1 _at—w _a(t—a)?>+b 2 b | 4 Aot
f()7§—arctanﬂ—§+arctangio 1
= x - \2?2 )’ la limite de I’arc tangente étant obtenue sachant b > 0.

Soit de plus o € C.
Ainsi f est intégrable sur ]0; 4o0].

Pour A >0 A A

- Alim (/ 2Re<ta> dt) = 2Re<Alim a/ t) = —2rIma.

— 400 _ — W — 400 _ — W
4 arctan(2x) — arctan d A arctan(2z) d A arctan d A A
xr = —dx — ——dx . L 1 .

0 x 0 x 0 x Puisque la convergence de l'intégrale que nous étudions est assurée
avec convergence des deux nouvelles intégrale. +oo dx ) A dzx
Par changement de variable u = 2z sur la premiére, [ o l4+azt4a8 - ALHEOO [ A 1+at+ a8

A arctan(Qm) — arctanzx 24 arctan x A arctan x 24 arctan x et on en déduit
dx ——dx— ——dx ——dx.
0 0 0

x x x A x +oo
_dr = =2 Im(a; + a2 + a4 + as)
Par la croissance de la fonction arctan, o L2t yas T 1 2 4 5
24 24 24 :
d t d ce qui donne
arctan(A)/ & < / AAML 4 < arctan(ZA)/ & d
Az A B Az +00
N / dim:zlm(wQ—ww—&—w‘l—wg).
A la limite quand A — +o00, on conclut oo L+at428 6
“+o0
arctan(2z) — arctan ™ Or
= — . 2 .
/O x dr =732 wtww:msmg:i Setw4—w8:2isin§:2\/§
et finalement oo
Exercice 28 : [énoncé] / e T
On a o 142t 428 3

1 1 x*
I+ X4+ X8 1-—X12°
Les poles de cette fraction rationnelle sont les éléments de Uyo \ Uy et ils sont
simples. (a) 1l suffit d’étudier la variation de la fonction z + e®* — (1 + x) pour obtenir

On peut donc écrire en combinant les parties polaires conjuguées cette inégalité de convexité classique. On en déduit

1 _ ag Q2 (o7 Qs 1—t2<e7t2:i<71 .
m _2Re(X—w1>+2Re(X—w2>+2Re<X—w4>+2Re<X—w5) = et2 = 1+t2
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(b) La fonction ¢ — e~ est définie et continue par morceaux sur [0;+oo].
Puisque 20—t T 0, cette fonction est intégrable sur [0; +oo[ ce qui
— 400

assure l'existence de 1.

La fonction ¢ + (1 — t?)" est définie et continue par morceaux sur le segment

[0;1], donc lintégrale définissant I, existe.

La fonction t + 1/(1 + t2)" est définie et continue par morceaux sur [0; +oo|.

Puisque 1/(1 + )" it 1/t*™ avec 2n > 1, cette fonction est intégrable sur
— 400

[0; +00[ ce qui assure Vexistence de J,.

On a )
1— t2 n < —nt? < -
(-8 <o < e
donc v
1 n
1 2 I
I §/e7”t2dt:—/ eV dy < —
" 0 v Jo Vn
et

I 1 /+<>o 2 /+°o 2
- = eydy: e ™ dISJ
Vo Vn g 0 "

(c) Le changement de variable ¢t = sinx donne I,, = W, 1.
Le changement de variable ¢ = tanx donne J, 11 = Wa,.

(d) Par intégration par parties

n+1

Wit2 =175

On en déduit wu,+1 = u, donc la suite (u,) est constante égale a
Uy = 7T/2.

(e) Puisque
Vo € [0;7/2], (cos )" < (cosx)™ < (cos )™t

on obtient en intégrant
Wn+1 S Wn S Wn—l-

Or

W71,+1 = Wn—l ~ Wn—l

n+1
donc par encadrement
Wit ~ W

On en déduit
Uy ~ W2

puis
W,, ~ ﬁ
V2n
Par suite

Vi Vi
I ~ 2ftJ Nt

L’encadrement du b) donne alors

Exercice 30 : [énoncé]

La fonction f: ¢ — t[1/t] est définie et continue par morceaux sur ]0;+ool.

Pour t > 1, |1/t] =0 et donc f(¢) = 0. Ainsi f est intégrable sur [1;+oo].

Pour t > 0,1/t —1 < |1/t] <1/t et donc f(t) o 1. Ainsi f est intégrable sur

10;1].

On a )
I= tim_ 5 F(t)dt

Or

1 n-1 ,1/k n-1 ,1/k

/ f(t)dt = Z/ t[1/t] dt = Z/ kt dt

1/n 1 J1/(k+1) oo 1)

puis
! = 2k;+ 1

Par décomposition en éléments simples

1 1271 1 1
/Unf(lt)dt:2;(k—k+fr (k+1)2>

et apres réorganisation

1 n
1 1
| s =3
1/n k=1

On en déduit
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Exercice 31 : [énoncé]
Supposons f intégrable sur |0;1].
Par la décroissance de f, on remarque

(k1) /m 1 /k k/n

En sommant pour k£ allant de 1 & n — 1, on obtient

1 1 1-1/n
f(t)dtSSn—ﬁf(l)S/O f@t)dt.

1/n

Par théoréme d’encadrement, on obtient

n—-+o0o

Sp ——— /1 £(¢) dt.
0

Inversement, supposons la suite (.5,,) convergente.
Par la décroissance de f, on a

(k+1)/n i
/ Ft)dt < f()
k/n n

En sommant pour k allant de 1 & n — 1, on obtient

1
Ft)dt < S, — %m) —— lim Sh.

1/n n—+oco n—-+oco

On en déduit que la suite des intégrales précédente est majorée et puisque la
fonction f est positive, cela suffit pour conclure que 'intégrale de f converge.

Exercice 32 : [énoncé]

On commence par étudier lintégrale partielle sur [1;n] avec n € N* que l’on

découpe afin de concrétiser la valeur de [t| sur lintervalle d’intégration.

Par la relation de Chasles

/1n % dt = S /:H (_tl)k dt = Tf(—l)’“ In (1 + ;)

k=1 k=1

Par application du critére spécial des séries alternées, on peut affirmer la
convergence de la série Y (—1)*In(1 4 1). Notons S sa somme. On a donc

no(_1)\Lt]
/ (=1 dt S
1 t n—-+oo

Ceci suffit pas pour autant pour affirmer la convergence de l'intégrale. En effet, on

a
2nm “+o0
/ sin(t)dt =0 —— 0 et / sin(¢)dt  diverge.
0 0

n—-+oo

On étudie alors 'intégrale sur [1;z] en introduisant n, = |z] de sorte que
ng < x < ng + 1. On peut alors écrire

T o(_ I_tJ Ny (__ \_tJ x
[N g [Ny [
1 t 1 3 n t

x

avec

T dt T
—=In{— | ———0 car n, ~ =z
n t Ny T——400 T——400

T (_1)lt]
J s.
1

t r— 400

On en déduit

Ainsi, Pintégrale étudiée converge et

too (1)L
[
1 t

Le calcul de S est réalisé dans le sujet 1058. On obtient

/1+°°<—12L”:1n(72r>.

Exercice 33 : [énoncé]

Comme a > 0, t2sinte™® ﬁ 0, la fonction continue par morceaux
—+00

t — sin(t)e~ est intégrable sur [0;+oo[ et I(a) = eroo sin(t)e~ " dt converge.

0

too 1. +oo 1
I(a) =Im </ ettt dt) = Im( {_eltut} ) =— .
0 i—a 0 a*+1

Exercice 34 : [énoncé]

La fonction t — a%’f&z est définie et continue par morceaux sur |0; +ool.

Cette fonction est intégrable car

Int Int
Vit ——0et 37—
a? + 2 -0+ a? + 12 t—+oo
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L’intégrale définissant I(a) est donc bien définie.
Par le changement de variable C' bijectif proposé

I(a)—/+oo L P /mlna_ln“du—ln“/mdu ~ L
—Jo u=ast Jo  a(u2+1) a Sy w2+1 a7

(12 + $2
Pour a = 1, on obtient I(1) = 0 et donc

Exercice 35 : [énoncé]
L’intégrabilité est entendue.
Par le changement de variable u = a?/t on obtient

T Int T 91lng — lnu
R th: — 5 du
0 t“+a 0 a® +u

oo Int ™
——dt = —Ina.
/0 2 + a? 2 ¢

donc

Exercice 36 : [énoncé]

La fonction f:t+ v/t + ay/t + 1 + by/t + 2 est définie et continue par morceaux

sur [0;+oo].

Par développements limités

a+2b1 n
2 Vi

Sil+a-+b#0 alors f(t) P +00 ou —oo et I'intégrale n’est assurément pas
— 400

f) =1 +a+bVt+ O(t31/2) quand t — +o0.

convergente.

Sil+a+b=0eta+2b#0alors f(t) ~ tl% avec A # 0. Par équivalence de
fonction de signe constant au voisinage de 400, on peut affirmer que l'intégrale
diverge.

Sil+a+b=0eta+2b=0ie (a,b)=(-2,1)alors f(t) = O(1/t*?) et donc f
est intégrable.

Finalement, I'intégrale étudiée converge si, et seulement si, (a,b) = (—2,1).
Supposons que tel soit le cas.

/w(\/?f—zx/tJT+ \/m)dfg [t%_2(t+1)3/2+(t+2)3/2]:
0

Par développements limités

3/2 3/2 3/2
et donc N
> 4
/ (VE+avi+T+bvE+2)dt = 2 (1-V2).
0

Exercice 37 : [énoncé]
La fonction f: t — (t — [t])e™* est définie et continue par morceaux sur [0; +ocl.
Quand t — 400, t2f(t) — 0 donc f est intégrable sur [0;+oo.

n n—1 k41 n—1 . —na —a
_ 1—e™1—(a+1e
fydae=">y / fyae="> / e~k qp = - .
/0 =k /0 l—em a?

Quand n — 400,

/+OO f(t) dt = M_
0

2(1—e o)

Exercice 38 : [énoncé]
(a) x— f(x+a) — f(x) est continue et positive (car f est croissante).
A A+ta A A+ta a
/0 flzta)—f(z)dz = /a f(z) dx—/o f(x)dx = /A f(x) dﬂc—/0 f(z) da.

Or f(x) P ¢ donc

Ve>0,IM e R,a > M = |f(z) — (| <e¢

et alors
A+ta A+ta
VAZM,/ f(z)dx —at S/ |f(z) — €] dz < ae
A A
donc
A+ta
puis

/OAf(x—i-a)—f(ac)dx4>a€—/0af(x)dx.

A——+oco
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On peut conclure que f0+°o f(z+a) — f(z)dz est définie et

/0+°° F@+a) - f(z)de = al — /Oaf(a:) da.

(b) Comme ci-dessus, mais en faisant A — —oo, on établie

/Ooo f@+a) - f(z)dz = al’ — /Oaf(m)dx

avec ¢ =lim,_,_ f(z). Par conséquent ijo: arctan(z + a) — arctan(z) do
est définie par application du théoréme de Chasles et

+oo
/ arctan(x + a) — arctan(z) do = 7a.

— 00

Exercice 39 : [énoncé]
Par le changement de variable u = tan % on parvient a l'intégrale
I /+oo 8u? du
Jo A+ u)((T-2)2+ (L4 2)%?)(1-y)? + (L +y)*u?)

On peut réaliser une décomposition en éléments simples réelles de la fraction
rationnelle intégrée qui pour des raisons de parité sera de la forme

a b c
1+ u? + (1—2)2+ (1+ x)%u? + (1—9y)2+ (14 y)%u?

avec
_ 1 (-2 +a)? _ (—y?P(+y)?
2zy’ 2¢(x —y)(1 — zy) 2y(y —x)(1 — zy)
sous réserve que = # y et xy # 0.
Puisque

/+°° du B L
0o a?+p%u of

e

on parvient a

T 7i7 1—22 1—y? s
12( 2zy 2w(x—y)(1—xy)+2y(af—y)(1—fcy)> 2(1 —wy)’

Les cas exclus = # y et xy # 0 peuvent étre récupérés par continuité.
Il m’a peut-étre échappé une démarche plus simple. . .

Exercice 40 : [énoncé]
On peut écrire

L+ (t+ib)? =t +i(d+ 1)t +i(b—1)).

Si b = %1 la fonction n’est pas intégrable sur R & cause d’une singularité en 0.

Si b # +1 alors la fonction f: t — W est continue par morceaux sur R et

fit)=0 <t12> quand t — 400 donc f est intégrable sur R.

En procédant & une décomposition en éléments simples :

Si b > 1 alors

Foo dt
)
/_OO 1+ (t+ib)2

/+oo dt
—_— =T
o 14 (tFib)?

Si |b| < 1 alors

Exercice 41 : [énoncé]

Le discriminant du trinéme z2? + oz + 1 vaut A = a? — 4.

Cas |o| < 2

On a A < 0, le trinome ne s’annule pas et la fonction x — 1/(2? + ax + 1) est
définie et continue par morceaux sur [0; +oo[. La fonction est intégrable car
équivalente a 1/22% en +oc.

Cas « > 2, le trindme ne s’annule pas sur [0;+oo[ car il est somme de termes
positifs. A nouveau la fonction x — 1/(2? + ax + 1) est intégrable sur [0; 4+-o00].
Cas o < 2, le trinéme 22 + ax + 1 présente deux racines positives et la fonction
x> 1/(2? + ax + 1) n’est pas définie sur l'intégralité de I'intervalle ]0; +oo|.
Méme en découpant l'intégrale aux points singuliers, on peut observer que les
intégrales introduites ne sont pas définies. On ne parvient donc pas & donner un
sens a l'intégrale étudiée dans ce cas.

Reste a calculer I'intégrale.

Cas |a| < 2

Le trinéme 22 + ax + 1 s’écrit peut se réécrire

+a2+ 2 \/1 o
X - a” avec a = —_ —.
2 4
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On a alors
/+°° dz 1 20 +a\]T™
T = — arctan
0 zt+ar+1 a a 0
puis
/+°° dz 1 . o
—————— = —| — —arctan| — | |.
0 2taz+l a 2 a
Casa=2
/+°° dz 1 +°°71
o r24+2r+1 z+1),
Casa > 2

Le trinome 22 4+ ax + 1 & deux racines zg, z; distinctes strictement négatives.

—oz—\/Z —a—i—\/x
xozfetmlzT.

Par décomposition en éléments

1 _a b
2+ar+1 x—20 x—1

avec
1 1 1
t

= e
r1— %o VA Ty — 21

On a alors

Foo dz 1 r—120\]1" 1
o rXtar+l m—wx r—x1/ ], VA

Exercice 42 : [énoncé]
La fonction ¢t — m
Quand t — +00, f(t) ~ & donc f est intégrable sur [0;+oc0].
Quand t — —oo, f(t) ~ % donc f est intégrable sur ]—oc ;0]
On remarque

1 1 b? —a?

2+a2 22402 (2 +a2)(t2+02)

1 too oo gt
I(a7b):b27a2 . 21a2 . bR

avec convergence des deux intégrales introduites.

Pour a # b

)

j est définie et continue par morceaux sur |—oo ; +00].

Ainsi
T

I(a,b) = PICETS

Pour a = b,

1 +o0 (12 2 _ 42 1 +o0 +o0 2
I(a7a)=—/ (P +a® —t*)dt _ 1 / dt _/ AY
a? . (t2 + a2)2 a2 oo (t2 + a2) oo (t2 + CL2)2

Par intégration par parties (avec deux convergences)

/+°° txt oo [ 1t +°°+1/+°° t 7
o (B2+a?)2 212+ a? 2) o 24+a® 2a

donc

Exercice 43 : [énoncé]

La fonction ¢t — P(t)/Q(t) est définie et continue sur R.

Pour [t| — +o00, P(t)/Q(t) = O(1/t?) car deg(P/Q) < —2.

Par suite l'intégrale fR % converge.

Les poles de la fraction P/Q sont complexes conjugués non réels et les parties
polaires correspondantes sont deux & deux conjuguées. On en déduit que

P/Q = 2Re(F) ou F est la fraction rationnelle obtenue en sommant les parties
polaires relatives aux poles de partie imaginaire strictement positive.
Considérons un pole a = o+ iff avec « € R et 5 > 0.

Pour les éléments simples de la forme (X_+)m avec m > 1, on a

ol = [~ ] =0

— 00
Pour les éléments simples de la forme ﬁ on a

A
f 2 t 2 f 2 (tt aa)jjr%Q = {ln|t —al+ iarctan(’f_ﬁaﬂ K Quand A — +o0, on

obtient f 4 =i
Puisque [, § = hmAH%o fAA ggg dt, on obtient [, 5 = 2Re(o)m avec o la

somme des coefficients facteurs des éléments simples ﬁ avec a de parties
imaginaires strictement positive.

Exercice 44 : [énoncé]
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(a) L’intégrale en premier membre existe et définit une fonction dérivable de x

avec N
([T L2100 o) _flen) = 6
dz \ J, t T

L’intégrale en second membre définit aussi une fonction dérivable de = avec

4 " fw) ) <4 fen) _ S0 flar)

dx m bz ax x '

ax

On en déduit que les deux membres de ’égalité voulue sont égaux & une
constante prés.

Or ces deux fonctions de x sont de limite nulle quand x — 400 et la
constante précédente est alors nulle.

(b) Par continuité de f en 0, on peut écrire

f@&) = f(0) + ¢(t) avec ¢ de limite nulle en 0.

IO 4~ ro) ln<2) + /abx @dt.

ax t X

bx bx
o(t) / dt b
oo dt| < t — =In|( — t)] —— 0.
L ; \—teﬁf;s?;zﬂ@()’ =il ) oax o]

X

On a alors

On conclut a la convergence de l'intégrale et a la valeur

[ (7).

a

Exercice 45 : [énoncé]

L’intégrale étudiée est évidemment convergente car il s’agit de 'intégrale d’une
fonction continue sur le segment [0;1]. La fonction = — e~ réalise une bijection
de classe C! de [0;+oo[ vers |0;1]. Quitte & considérer Iintégrale initiale comme
portant sur 'intervalle ]0; 1], on peut opérer le changement de variable t = e™*

“+o0 1+672m “+oo ez+efz
I:/ 7_4971 dx :/ ﬁdl‘ car dt = —e~ " dzx.
o l4e™™ 0o e te

Par le théoréme de changement de variable, l'intégrale introduite est assurément
convergente. On peut aussi exprimer l'intégrale & 1’aide des fonctions de
trigonomeétrie hyperbolique

I_/+°° chz dx_/+°° chz da
~Jo ch(2x) 7 Jy  1+2sh’z

Par le changement de variable v = shz (la fonction x +— sh x induit une bijection

ch)
+oo 1
I:/ ——— du car du = chxdxz.
0o 1+ 2u?

soeon(;)

—arctan| —

a a
+oo

{arctan(\/iu)}o = ;5(7; - O) = QWW

Enfin, par la formule d’intégration

/ du B
u2+a2

avec a = 1/4/2, on peut achever le calcul

-

Exercice 46 : [énoncé]

(a) L’intégrale de départ est bien définie. En effet, la fonction
frax— (14+22)/(1+ %) est définie et continue par morceaux sur [0; +oo et
on vérifie f(x) ~ 1/2? ce qui donne un argument d’intégrabilité.
T—r+00

Par le changement de variable C' strictement croissant z = e,

+oo 2 +oo 2t +o0

1 1 ht
/ +x4dx:/ iietdt:/ LAY
o 14z S | oo Ch2t

oo

Or
ch2t =2ch?t —1=1+2sh’¢.

Par le nouveau changement de variable C! strictement croissant v = sht
+oo T

oo ] 4 g2 teo du 1
do = e = |arctan(vau)| = T
/0 T+at " /_oo Tr2w = yg (V2] =75

(b) Par le changement de variable C! strictement monotone z = 1/¢, on obtient

/+°° dx _/+°° 22 dx
o 142t Jy 142t

et donc
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Exercice 47 : [énoncé]
fit ﬁ est définie et continue sur [0;4+oo[ et f(¢) -~ x

Via le changement de variable v = 1/t :
I / oo w?du
o (14+u?)?

—+oo
21:/ dt T
o 1+82 2

d’ou

puis [ = 7.

Exercice 48 : [énoncé]

(a) Les deux intégrales convergent. Le changement de variable u = 1/x
transforme ’une en l'autre.

(b)

21_/+m(x+1)dx_/+°° da _/+°° da (2
—Jo B+l o a-zt+1l o (x—l)2+%_ V3

2

donc
2

35

Exercice 49 : [énoncé]
On a
sin(m/2 — cosh

tanf =
0=n/2—n \| cos(m/2 — sinh

donc l'intégrale est bien définie.

/2 Too 92 T
Vtanfdfd = / ——du=—
A u=+vtan 6 J0 1+ u? \/é

aprés calculs. ..

donc I existe.

Exercice 50 : [énoncé]
On procéde au changement de variable
RS
T =5+ gsin
avec t € [—7/2;m/2].
On obtient
/1 dz
" 7
0o Vz(l—2)

(avec convergence de I'intégrale) et

[ Ve =1

Exercice 51 : [énoncé]
La fonction z — z™(Inx)™ est définie et continue sur |0;1] et y est intégrable car

on peut la prolonger par continuité en 0 sachant xInx — 0. L’intégrale
x—0

définissant I, est donc convergente.

2,901 T@O}O ; 1)y, Par intégration par parties
V3 o

B 13\/g Ll 1 n 1
/ 2"(lnz)" do = { (In x)"} - / 2" (Inz)" ! da.
. n+1 . n+1lj.

Quand € — 0, on obtient

n 1
I, =— / z"(Inz)" ' dx
n+1Jy

la nouvelle intégrale étant convergente par le méme argument qu’au dessus.
En répétant I’opération, on obtient

n! o B n n!
I, =(-1) W/o 2" dx = (-1) Dk

On peut aussi procéder au calcul par le changement de variable u = — In(z"*1) C!
strictement monotone

1) +oo —1)7n!
Y W C
0

(n+ )it
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Exercice 52 : [énoncé]

frax— W est définie et continue sur R .

fx) = o(;) donc f est intégrable et I,, = O+°° f(z) dzx existe.
Tr—r+00

Pour n € N* :

+o0 d +oo | 2 .2 +00 2
In:/ %«H:/ %dm:fnfl—/ A da
o (1+22) 0 (1+2?2) 0 (1+22)

Or

+oo 22 11 =z oot 4 1
v dr= |- + = S
o (A +a)rtl ipp 2n (L+22)" ], 2n Jo (14+22)  2n

L’intégration par parties est justifiée par deux convergences.
On obtient ainsi

2n —1
I =TI,
Puisque Iy = 0+OO 131:;2 =1z,
In:(anl)(2n73)...II _ (2n)!

(2n)(2n —2)...2 0= 22n+1(n!)27r.

Exercice 53 : [énoncé]

(a) La fonction f est continue par morceaux sur |0 ; 4ol
Quand t — 0%, Vf(t) = 0 et quand t — ~+oo, t3/2f(t) — 0 donc f est
intégrable sur ]0; 1] et [1;4o0].

(b) Par une intégration par parties ot l’on choisit judicieusement une primitive
s’annulant en 0

1 1 1
/hlitdtz [mt(l—lﬂ —/ Ldt:—lnz
o (141)2 1+t)], Jo 14t

Par le changement de variable v = 1/t

+o00 1
/ 1nitdt:—/ hliudu:lnl
o (1+)? o (u+1)?

Exercice 54 : [énoncé]
Sous réserve de convergence, nous calculons 'intégrale en procédant par
intégration par parties en intégrant - en £=1 qui s’annule en 1.

x xr

"n(1 —2?) z—11" Yoor oz
BT = | In(1 — 22 2T
/0 5 dz [n( x”) } —|—/0 =) dz

X X 0 €T

L’intégration par parties est licite car le crochet converge. L’intégrale en second
membre est faussement généralisée car se résume &

/1 dz
o l+a’

On en déduit que lintégrale initiale converge et
1 2 1
In(1 —
/ de: —/ de: —2In2.
0 z? o (1+2)

Exercice 55 : [énoncé]
Les fonctions u et v sont définies et continues par morceaux sur [1; 400l
Puisque l'intégrale de f sur [1;+o0[ converge, on a

1
u(z) = O(x?) quand x — 400

et donc u est intégrable sur [1;+ool.
Puisque 1/ ——— 0, on a
T—+00

v(z) = o(f(z)) quand z — +oo

et donc v aussi est intégrable sur [1;+oo].
Par intégration par parties

/1Au(ac)dx: [—i/ff(t)dt}j—i—/fu(x)dx

et donc A — 400 on obtient

/1+0<> u(z)da = /fOC v(z) dz.
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Exercice 56 : [énoncé]
Quand t — 0,
f@) _ f(t) = f(0)

i A

La fonction ¢t — f(t)/t peut donc se prolonger par continuité en 0 ce qui permet
d’assurer ’existence des intégrales écrites.
Par intégration par parties

[ () am [~ U0P) [0,

Quand € — 0T, on obtient

(£ aem U, [ 1050,

t

et 'inégalité affirmée est désormais évidente.

Exercice 57 : [énoncé]
(a) . — u/(z), z — u(x) et  — zu(x) sont de carrés intégrables donc
z s (zu(z)?) = u(z)? + 2u/(z)u(z) est intégrable sur R. Par suite
x — ru(z)? admet des limites finies quand 2 — 4o00. Or cette fonction est

elle-méme intégrable sur R donc ses limites en £0o ne peuvent qu’étre nulles.

(b) Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

/ T @) d / " (o) de > ( / T e (2ule) dx)z.

— 0o —o0 —o0
Or par intégration par parties

n

/” v/ (v)u(z) de = [zlﬂ(z)} :1 - / u(z)(u(x) + zu'(x)) dz donc.

—n —n
Ainsi

/" xu' (z)u(r) doe = % [muz(x)} in - %/n u?(z) dz

—-n —n

puis a la limite

et enfin l'inégalité voulue.

Exercice 58 : [énoncé]
La fonction f: ¢ — In(1+ ¢2/t?) est définie et continue sur 7 =]0;+ool.
On a

ViEf(t) —— 0t F(t) L

~
0+ t—+oo 12

donc f est intégrable et 'intégrale étudiée converge.
Par intégration par parties justifiée par la convergence des deux intégrales écrites

Foo 1 +o0 Too odt
In(1+ = dt:{tl 1 1t2] / =
/0 n( +t2> n( +1/ )0 + ; e T

Exercice 59 : [énoncé]
On réalise 'intégration par parties avec

u(t) =Intet v(t) =e f —e 2,

Les fonctions u et v sont de classe C! et le produit uv converge aux bornes
d’intégration 0 et +o0 :

u(t)v(t) ~ tln(t) —— 0 et u(t)v(t) In(t)e™"

~J
t—0+ t—0+ t——+o0 t—+oo

Sous réserve d’existence, la formule d’intégration par parties donne

too g—t _ g2t +o0
/ —dt = / In(t)(e™" — 2e7%) dt.
0 t 0

La fonction ¢~ In(t)e~! est intégrable sur ]0; +oo[ car négligeable devant 1/t en
+00 et devant 1/v/t en 0. De méme, la fonction ¢ — In(t)e~2 est intégrable. On
peut donc écrire la séparation

+00 +oo +oo
/ In(t)(e™" —2e~ ) dt = / In(t)e "t dt — 2/ In(t)e 2t dt.
0 0 0

Cette identité justifie 'existence de I'intégrale en premier membre et donc aussi
(en vertu du théoréme d’intégration par parties) 'existence de I'intégrale initiale.
Par le changement de variable u = 2t

—+oo +oo
2/ In(t)e " dt = / In(u/2)e™ du
0 0

400 +o0
= / In(u)e™*du — In 2/ e “du.
0 0

—_———
=1
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On en déduit par simplification

+oo
/ In(t)(e™" —2e7?) dt = In2.
0

Exercice 60 : [énoncé]
La fonction f,,: t — —£

est aussi intégrable car

1
0 5T

Pour n € N*, on obtient par intégration par parties généralisée

1 1
I, = [—2%/1—4 +/ ot /T —tdt
0 0
—_———
=0

En écrivant

1 '
1_t:s/1—t_\/1—t

il vient la relation de récurrence

2n
I, =2n(l,_1—1,) d I, =—1I,_
Tl( 1 ) onc 1 1
Un calcul direct donne Iy = 2 et donc
2n 2n — 2 2 22n+1(p))?
I, = X XX =lg= —————
2n+1 2n-—1 3 (2n + 1)!

Exercice 61 : [énoncé]
Notons que 'intégrale I, est bien définie.

(a) On découpe l'intégrale en deux

/1 dx /+°° dx
I, = + .
o 14+azm 1 1+2zn

On réalise le changement de variable z = 1/¢ sur la deuxiéme intégrale

/1 dx /0 tn=2dt
I, = + [ -
0 1 + xn 1 1 + tn

puis on combine les deux intégrales pour obtenir

1 n—2
1+t
I, — / LIS
. 11m

7= est définie et continue par morceaux sur [0;1[. Elle y

Puisque f(z)

(b) On peut écrire

1 n-2 n
t -t
o (141t

1 n 1 n—1
¢ 1 ¢
/ 7dt:—/t" dt

ce qui donne par intégration par parties

Lo 1 1t
/ dt:fln2——/ In(1+¢")dt
0 0

1+t n n

D’une part

avec

1 1
1
OS/ ln(1+t")dt§/ t"dt = —— — 0.
0 0 n+1

1 —2 n—1
t" 1 1nt
/ ndt:—/ e
0 1+t n ]0;1]t1+t

avec par intégration par parties

1 n—1 ny11 1 n
1 nt In(1+¢ In(1+¢
/,Ldt: In(1 +¢") +/ In(+¢") .
. tl4tn t ). 12

Quand ¢ — 07, on obtient

1 n—1 In(1 n
/ Lot dtzln?—i—/ Mdt
oy ¢ 147 o) ¢

D’une part

ou, sachant In(1 4+ u) < u,

In(1 + ™ 1 1
og/ wdtg/ "2 dt = — 0.
10;1] t 0 1

n —

On en déduit
I, =1+0(1/n).

Exercice 62 : [énoncé]
La fonction f: x — i

sy est definie et continue sur [0 +o00l.

~ —sirs, la fonction f est intégrable sur [0;+oo| et Pintégrale
r—r+00

définissant J,, converge.
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(a) Via une décomposition en éléments simples, on obtient

2T

Jo=—=.
=33
(b) On écrit

2

+oo
n — Jn = —d
Jn — Jnt1 /0 z X 1+ 29)+2

On opére une intégration par parties avec convergence du crocher pour

obtenir
3n+2

Jpa1 = 2.
3013

(c) On pose v, = I/nJ,.

1 1
Inv, 1 —Inv, =ln{/1+—+1In(1- = 0
NVp4+1 — N0 n +n+ n( 3n—|—3) oo (

donc la série de terme général Inv, 1 — Inwv, converge et donc la suite de

x.

terme général Inwv,, converge vers une certain réel £. En posant A = e’ > 0, on

obtient v,, — A donc J,, ~ siﬁ.

Exercice 63 : [énoncé]

(a) La fonction

t— |t
fit— L]
t(t+n)
est définie et continue par morceaux sur |0 ; +00l.
Quand t — 07,

Quand t — o0,

-2 —o(3)

On en déduit que f est intégrable sur |0; +oo].
(b) On remarque que

1 vt
tt+n) n\t t+n

et on en déduit

Adr—t] 1 M=t t— [t
/0 t(t—|—n)dt_n/0 t  t+n

(c)

(d)

Par linéarité de ’intégrale et changement de variable, on obtient

[ ([ [

Enfin par la relation de Chasles

[t ([t [ )

Puisque

A+n A+n

— 1

OS/ t \‘tJdtSf/ t—LtJdtS
A 13 A Ja

|

on obtient quand A — 400

0

n t

vnz/ t- 1t dt.
O t

T /1 u
o — Up_1 = — = | ————d
T / t o ut(n-1)°"

1
vn—vnlzl—(n—l)ln<1+>.
n

Par suite
puis

Par développement limité, on obtient

1 1 1 1
e = gy +0) < o)

On en déduit que la série de terme général

1 1
n — Un— —-—=0(—=|.
Un Tt T o, <n2)

S+M<H(n)H(n1)l).

n=2

Posons
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On a avec )
Z(vk—vkl—%> = S+o(1) J(t) = cott — ¢
k=t qui se prolonge en une fonction de classe C! sur [0;7/2].
donc L Ainsi N
T/ sin(2nt) T
Up, vl—fzf:S—i—o(l) / %dtﬁf_
2k 0 t 2
Sachant Or 2 )
"1 /7r sin(2nt) gt — /mT sinw
k_1E:111n+’y+0(1) o ¢ o w
) a donc la convergence de 'intégrale de Dirichlet étant supposée connue, on
on obtient bti
Inn obtient teo
Uy~ — / > sint T
2 —dt = —.
. 0 t 2
puis
Inn (d) On a
/2 . /2 Sll’l(t/?) /2
In(2sin(¢/2)) cos(nt) dt = In 12 cos(nt) dt+ In(t) cos(nt) dt.
0 0 0

Exercice 64 : [énoncé]
(a) 0, cf. lemme de Lebesgue.
(b) Posons
I - /”/2 sin(2nt) cost d
0

sint

Cette intégrale existe car un prolongement par continuité est possible en 0.

On observe
sin(2(n + 1)t) — sin(2nt) = 2sint cos(2n + 1)t

et donc

w/2
R / 2cos((2n + 1)t) costdt = 0.
0

La suite (I,,) est constante égale &

/2
I :/ 2cos?tdt = I.
0 2
(c) On a
/2 3 oInt t /2 L oInt w/2
/ sin(2nt) cost . / sin(2nt) . _ / sin(2n) £ (1) dt
0 0 0

sint t

Par intégration par parties,

/2 i nw/2
/ In(t) cos(nt) dt = In(r/2)sin(n7/2) _ l/ smu o
0 n n Jo u

sin(t/2)

La fonction ¢ — 1n< %)

[0;7/2].
Par intégration par parties,

/0,7/2 1n(Sir;(/tQ/2)) cos(nt) dt = iln(Q\f> sin(mr/Q)—% /Oﬂ/2 (m(sjr;%m))/sin(

!/
La fonction ¢ — (ln(gmt%z))> étant de classe C! sur [0;7/2], on a

% /j2 <1n<smt(/t2/2) ) ) / sin(nt) dt = o (i)

(In2) sin(nn/2) — i
2n

) se prolonge en une fonction de classe C? sur

et donc

/2
/0 In(2sin(¢/2)) cos(nt) dt ~

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections

34

Exercice 65 : [énoncé]

La fonction intégrée est définie et continue par morceaux sur |0; 4o0].

Elle se prolonge par continuité par la valeur 1 en 0 et est donc intégrable sur ]0; 1].
Par une intégration par parties

/A sintdt: [—cost}A_/A Coitdt.
1t t 1 1t

Or il y a convergence des deux termes en second membre quand A — 400 et donc

il y a convergence de
+oo 3
sint
[
1 t

Finalement, 'intégrale étudiée converge.

Exercice 66 : [énoncé]
Commencons par étudier la convergence de la suite (S,,) de terme général

Sp = /0 f(t) sin(t) dt.

Par la relation de Chasles, on peut découper l'intégrale

n—1 (k+1)7
Sn= / " F(t)sin(t) dt.

k=0’ kT

Par translation de la variable

(k+1)m ™
/ (1) sin(t) dt :/ F(t+ k) sin(t + k) dt = (—1)Fuy
k 0

s

avec

v = /7T f(t+ km)sin(t) dt.
0

Puisque f est positive, la suite (vg) est & termes positifs.
Puisque f est décroissante, la suite (vy) est décroissante.
Enfin, puisque f tend vers 0 en +oco et puisque

0<wp < flkm)w

la suite (v,) tend vers 0.
Par le critére spécial des séries alternées, on obtient que la série de terme général
(—1)*vy converge, autrement dit, que la suite (S,,) converge. Notons S sa limite.

Soit X > 0. En notant nx la partie entiére de X/m, on peut écrire

X X
/ F(t) sin(t) dt = Shy + / F(t)dt
0 nxm

avec

X X
og/ f(t)dtg/ Flnxm)dt = fnxm)(X —nxm) < f(nxm)m.

Quand X — 400, on a nx — +00, S,, — S et par 'encadrement qui précede

X
/ F(t)dt 0.

On en déduit <
/ f(t)sin(t)dt — S.
0

Exercice 67 : [énoncé]
Par intégration par parties

[ s [ etsnierenta = [ - ontere”]

D’une part
cos(e®)e™ ——— 0
r—r+00

et d’autre part ¢ — cos(e!)e™" est intégrable sur [0; +oc] car

t? cos(e’)e ™t ——— 0
t——+oo

donc l'intégrale f0+oo sin(e?) dt converge.

Exercice 68 : [énoncé]
Par un argument de parité, il suffit d’établir la convergence de

—+oo —+oo
. 2% .
/ it dt = / = eit” gt
0 0 2t
Formellement

. +oo .
oo o0 o it _ 1 1 [0 eit® _
eft” dt = 2t qt = ¢ - + — ¢ dt
2
0 — o0 2t 21t 0 21 0 t
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e e it2 L. ..
ol la primitive de 2te'" a été choisie de sorte de s’annuler en 0.
Puisque les deux termes en second membre sont convergents, le théoréme
d’intégration par parties s’applique et assure la convergence de

+
/ - eit” dt
0

Exercice 69 : [énoncé]
Procédons au changement de variable de classe C', t = v Az

1
f(A):ﬁ/o it dt.

Or par le changement de variable u = ¢2

A A? iy
it? 1/ €
e’ dt == du
/0 2Jo Vu

puis par intégration par parties
A iu A A% ju
2 1 e —1 1 e —1
e dt = = + = —du
/0 2<[ ivu L 2/0 i3/2 )

A . A2 .
42 1 1—e™
el dt = 7/ —— du.
/0 4 Jo ud/2

L’intégrale en second membre converge donc

et donc

A
/ ' dt —— C.
0 A—+oo

(a)

De plus, la partie imaginaire de C' est strictement positive en vertu de l’expression

intégrale précédente, donc

f(/\) )\—;\—;-oo %

Le calcul explicite de C' est difficile, cf. intégrale de Fresnel.

Exercice 70 : [énoncé]

(c)

Pour x >a >0

. T .
/m eitz G- /z ziteitz 4 — elt2 _1 . /m elt2 1 W
" . 2it 2it . a 2it2 '

A la limite quand a — 0,

T o e’ —1 g
[ et [ an St n g oo
@ 0 2ia 2

x it2 x it?
e —1 e —1
—dt — —dt
/a 2it2 /0 2it2

car cette derniére intégrale converge.
Ainsi

et

.2 12
@’ 1 1 [T
S A T B
f@)=—n—F5 ) &

Puisque

ix? —1 1 z _it? —1 400 _it? -1
e P (= =
2ix x 0 2it? 0 2it?

car cette derniére intégrale converge.

Par suite
+oo elt2 -1
= —dt
fl@) = A /O 2it2
1o[reet -1 e
=)\ — = = dt —
9(x) f@) =35 /m o iz

donc

1 +oo it? 1 +o0 1 iz?
2i J, t2 2i J, 2 2ix

car ces deux derniéres intégrales sont bien définies. Par suite

1 +oo eiiﬁ2 eiz2
- Codt- S,
9(x) =5 /Z 2 %z

Par intégration par parties généralisée
. +o0
elt2
2it3
xT

g [t eitzdt
2/, o

/+oc eit2 dt B /+oo teitz dt B
x t2 x t3
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Par suite
/+°° At | e N 3/+°° o dt| _ 1 +3/+°° dt 1
- 2 | | 23 2 ), tho| T 223 2 ), ot ¥
Donc

+°°eit2dt_ 1
’ P =0 )

Exercice 71 : [énoncé]
Soit F' la primitive de f s’annulant en 0. Par hypotheése

+oo
Par intégration par parties, on peut écrire

1 /[® N
7/0 tf(t)dt:F(:c)——/O F(t)dt.

T

1 [* 1 [*

f/ F(t)dt—ﬁ‘ < f/ |F(t) - ¢] dt.
T Jo T Jo

Soit € > 0. Il existe A € R tel que

Vi > A,

F(t)—t] <e.

Par continuité sur [0; 4], |F(t) — é‘ est majorée par un certain M > 0.
Pour = > max(A, AM/e) on a

1/$\F(t)—£]dt=1/A\F(t)—£]dt+1/Z}F(t)—£\dt<2e
z Jo z Jo T Ja T

Par conséquent

l/ F(t)dt — ¢
0

xT T—+o0
puis

1 xr
lim - dt =0.
/O tf(t)dt

T—+00 I

Notons que sans I’hypothése d’intégrabilité de f, on ne peut pas exploiter le
théoréme de convergence dominée.

Exercice 72 : [énoncé]
Supposons la convergence de I'intégrale de f sur [1;+oo].
Puisque f est continue, on peut introduire une primitive F' de f et celle-ci admet
donc une limite finie en 4oc0. Par intégration par parties
A

/1Af§f)dt: [Fit)]l +/1AF;(27£)dt.

Or F(A)/A — 0 et t — F(t)/t* est intégrable sur [1;+oo[ car F est bornée
—>+00

au voisinage de +ooc.
On en déduit donc par opérations la convergence de 'intégrale de ¢t — f(t)/t sur
[1;4o00[.

Exercice 73 : [énoncé]
Soit F' une primitive de la fonction continue f sur [0;+oo[. Formellement

), [FO T [ Eoe
/0 a1 = [twrl]o +°‘/0 (ta+1)2dt'

Supposons la convergence de f;oo f(t)dt. La primitive F est alors convergente en
+o0 et donc dans 'intégration par parties précédente, le crochet est convergent en
+o00.

De plus, la fonction F' est bornée car continue sur [0; +oo[ et convergente en +oo.

Par suite, quand t — +oo,
F(t)te—t of 1
(ta 4 1)2 - ta+1

et puisque a > 0, on a la convergence de la deuxiéme intégrale dans la formule
d’intégration par parties précédente.

Par le théoréme d’intégration par parties, on peut affirmer que fOJrOO 1’121 dt
converge.

Exercice 74 : [énoncé]
Posons

Glz) = / ") dt.

Par intégration par parties
[ swswa= [roco] - [ rocoa
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D’une part

[f060)] = 1@)6@) - f@)6@) —— 0

T—r+00

car G est bornée et f de limite nulle en +oo.

D’autre part, il y a convergence de 'intégrale f;oo F'(®)G(t) dt. En effet

[Irwcwla= [ —swlaolas [ -rouma= (5@ - f)m.

Ainsi

/mlf’(t)G(t)| dt < f(a)M.

Ses intégrales partielles étant majorées, il y a convergence de f;roo|f’(t)G(t)} dt.
Ainsi f'G est intégrable sur [a;400[. On peut alors conclure

/ ' f)g(t) dt ——— o f(G(t) dt.

xr——+00 a

Exercice 75 : [énoncé]

a) Pour a < 0, 'intégrale n’est pas définie. Pour a > 0, -t ~ L par suite
) g p ) 7o, P
oo

e+l g,y
+oo  dt
1 o1

(b) Sil<a<balors

n’est définie que pour a > 1. Finalement f est définie sur |1; +o0l.

1 1
VSl — < —
=Vl et

donc f(b) < f(a). Ainsi f est décroissante.

0.

Oﬁf(a)ﬁ/l - 1_a

teedt 1 1™ 1
T a—1 a—too

a—1
t 1

Exercice 76 : [énoncé]

(a) t*“te~t ~+t’”_1 et t*“le™t = O o (1/t?) la fonction t — t*~le~t est
t—0

intégrable sur ]0; +oo[ et par suite I'(z) = f0+oo t*~le~t dt est bien définie
pour z > 0.

(b) Pour x > 1, les deux intégrales étant définies :

+oo +oo oo
/ t* et dt = [ - t””_le_t] +(x—-1) / t" 2"t dt.
0 0 0

Ainsi
Ve >1,T(z) = (z — 1)I'(z — 1).

Sachant

(1) = /;oo e fdt=(—e") =1

on obtient par récurrence sur n € N*

I(n) = (n—1)!
Exercice 77 : [énoncé]
(a) La fonction ¢ — % est définie et continue sur ]0;1] et % o .

Par équivalence de fonctions positives, 'intégrale définissant f(z) existe si, et
seulement si, z > 0.

(b) Pour x <y, on a
tw—l ty—l
>

VtE]O;l],1+t T

puis en intégrant f(x) > f(y).
La fonction f est donc décroissante.

(c) On a )
flx)+ fx+1) :/ plgr— L

0 x
(d) Puisque f est décroissante et positive, f converge en +oco. Posons £ sa limite.
En passant a la limite la relation obtenue ci-dessus, on obtient 2¢ = 0 donc
¢=0.
Par décroissance

donc

On en déduit

(e) ¢) Quand z — 0T,

1 1
tl’

0< flz+1) = dt</ tdt = <1

=/ ) /014—26 —Jo r+17~
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donc

flz+1) = 0O(1)=o0(1/x)

z—0t

et par suite
fl@)=1/z = f(x+1) ~ 1/x— +o0.
z—0t

Exercice 78 : [énoncé]

(a) Par intégration par parties,

A A
/ (t) cos(xt) dt‘ < M + % / @' (t)| dt
0 0

qui permet de conclure.

(b) Pour € > 0, il existe A € R, tel que

+oo
/ lo(t)|dt < e

A

car  est intégrable sur R,. De plus, pour x assez grand,

/OA o(t) cos(zt) dt' <e

donc

“+oo
/ (t) cos(xt) dt‘ <2
0

ce qui permet de conclure.

Exercice 79 : [énoncé]

(a) Quand ¢ — 400, e7 '/t = O(e™") donc t — e/t est intégrable sur tout

[;+o0] C ]0;400].

(v)
+oo | —t T —t T —t

F(x)z/ e—dt—/ e—dt:F(l)—/ °
1 t 1 t 1 t

est de classe C™ sur R et F'(z) = —¢

T "

(¢) Quand z — +o0

Quand z — 0

+oo —t +oo —t 1 .-t
2F(z) = / etdtzx</1 ert—i—/ etdt)

1

donc

0 < 2F(z) < 2(F(1) +/ %dt) < 2F(1)+ Iz — 0.

x
(d) Par intégration par parties formelle

/ " F@ s = [op@)] T+ / e

0

L’intégration par parties est justifiée par deux convergences et finalement

400
F(t)dt = 1.
0

Exercice 80 : [énoncé]

(a) La fonction ¢ — sin(¢)/t est définie et continue par morceaux sur |0; +oo[. On
peut la prolonger par continuité en 0 en y posant la valeur 1. Par intégration
par parties ot ’on intégre ’expression sint en 1 — cost

/ac Sintdt: [1_008tr+/x1_208tdt.
, ¢ P

Quand z — +o00, on a

1—cosx
— =0

T

1 - t 1 - t
/ cos ¢ / CcOoS ;
12 t2

0 0

cette derniére intégrale étant convergente car la fonction peut étre prolongée
par continuité en 0 et est dominée par la fonction intégrable ¢ — 1/t% en +oc.

et
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(b)

Soit F' la primitive s’annulant en 0 du prolongement par continuité de
t — sin(t)/t. On a
f(z) =lim F — F(x).
+oo

Puisque la fonction F est de classe C!, la fonction f est aussi de classe C' sur

R et .
f(@) = —F'() = ===

T

Par intégration par parties,

/oxf(t)dt: [tf(t)]z—/Oxtf'(t)dt:xf(m)_k/:sintdt‘

Or
/+°° Sintdt: _ cost Hoo _/+°° COStdt
ot t . S
donc N
oo
t
xf(m):cosx—x/ C(t)s d
xT
puis

x +oo
t
/ f(t)dtzl—ac/ L ar.
0 T t

Mais par intégration par parties on établit encore

+o00 . “+o0 +oo .
cost sint sint
/ &= {2] *2/ e
- t t - = t

+oo +o0
sint 2dt 1

ce qui permet d’affirmer

avec

Finalement f0+°° f(t)dt converge et

+o0
/ f(t)ydt=1.
0

Exercice 81 : [énoncé]

(a)

¢ ¢
V-1 JE-DE+rir))

est définie et continue sur ]1;z] et

f:t—

1

f(t)“;i\/g 1

donc F'(x) existe.
F est primitive de la fonction continue f sur |1;+oo[ donc F est de classe C!

et F'(z) = f(x).
Comme f est de classe C™, F est finalement de classe C* et sur |1;4o0[
x

Fl(z) = ———.
(@) = ==

F est continue en 1 et F'(x) —— +o00. Tangente verticale en 1.

x—1
Vi3 —1 < t3/2 donc

donc F(x) . +o0.

F est continue et strictement croissante sur [1;+oo[ donc F réalise une
bijection de [1;+oo[ sur [0;+o0].

F réalise une bijection de classe C* de ]1; +oo] sur ]0; 4oo[ avec F'(z) # 0
donc F~! est de classe C* sur ]0; +oo.

1 (F1pP—1

— o

—1\/ __
(F7)  FloF-1

donc F~! est solution de ’équation différentielle considérée.

F~1! est continue en 0 et F~1(0) = 1. En vertu de la relation

on obtient

F~1 est donc dérivable en 0 et (F~1)(0) =
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Exercice 82 : [énoncé]

(a) Soient z,y > 0.
La fonction
t— [t]

Fte T o)

est définie et continue par morceaux sur ]0; +oo[ D ]0;y] et quand ¢ — 0,

t 1
(t+x) t+a

1
T

1) =

donc f est prolongeable par continuité en 0.
Par suite I'intégrale définissant G(z,y) existe bien.

(b) Quand t — +o0,

donc f est intégrable sur ]0; 4ol
Par suite G(z,y) converge quand y — 400 vers

G@):wat‘“Ja

t(t+x)

1 11 1
tt+n) n\t t+n

G(my)—l/oytM—tLtJ dt.

t t+n

(¢) On remarque que

et on en déduit

Par linéarité de ’'intégrale et changement de variable, on obtient

G(n,y) = i(/oyttmdt—/nwttm dt).

Enfin par la relation de Chasles

G(my):i(/o”‘tm dt—/nyrnt_tLtJdt).

(d) Puisque

on obtient quand y — 400

n

_ (Mt
H(n)—/o Tdt.

G(n)zl/ont_tmdt

et on a alors

Par suite

H(n)—H(n—l):/nn t_mdt:/olu_i_(udu

1 t n — ].)
puis

H(n)—H(n—l)—1—(n—1)1n(1+ni1>.

Par développement limité, on obtient

H(n)—H(n—l)—2(nl_1)+O(nl2) _21n+o<;2).

On en déduit que la série de terme général

2n n?
Posons
00 1
p— —_ _ 1 —_—
On a
- 1
Z(H(k) —H(k-1) - 2k> =S +o(1)
k=1
donc
I~1
H(n)— H(1) — §ZE =S +o(1)
k=2
Sachant
"1
Z% =Ilnn+~v+o(1)
k=1
on obtient )
H(n) ~ §lnn
puis
Inn
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Exercice 83 : [énoncé]
L’intégrale étudiée est convergente puisque t2e~" /¢ ﬁ 0.
—+00

Procédons a une intégration par parties avec u(t) = —e~% et v(t) = 1/t.

Les fonctions u et v sont de classe C! et le produit uv converge en +o0o. On a donc

+oo —t —x +oo —t
e e e
[Ty
= t T - t
et et
= o =—
t2 t—+oo ( t )

donc, par intégration de relation de comparaison

+oo —t +oo —t
/ ¢ dt=o / S

et donc

Exercice 84 : [énoncé]
Par intégration par parties

et en répétant celle-ci

T ot ot etl1® T ot
—dt= |—+ = 2— dt.
Joee [eeg]

Or, toujours par intégration par parties
T et 2et1” ¥ Get
2—dt= |—| + —dt.
/1 t3 3], /1 t4

t t

° = e t s — est positi intégrabl [1;400]
t4 t—>:-ooo t3 € p €St positive non integrable sur ;OO

Mais

donc, par intégration de relation de comparaison

T t x .t
/ e—dt:o / ¢ .
p 1 t3

Ceci donne e .
e 2e” e 2e”

puis, dans le calcul initial

v et e e 2" 2e”
—dt = — 4+ o =
1t wodoeo x 2 a3 a3

en ayant intégré le terme constant dans le terme négligeable.

Exercice 85 : [énoncé]
Puisque f est continue en 0, on peut écrire

f(@) = f(0) + &(z) avec = 0.

On a alors

bz bz bx
[0 g [0 [0,
ax t axr t ax t
D’une part

bx f( b

To)dt: £(0)In—

axr

et d’autre part

/bI g(t)dt’ < max |€(t)|h’lé — 0.

T t€laz;ba) a x=—0

On peut conclure

e (O b
lim Tdt = f(0)1In o

z—=0t J o

Exercice 86 : [énoncé]
Puisque f est positive et non intégrable, on sait
r— 400

/w ft)dt —— +oo.
0

Soit € > 0. Il existe A > 0 tel que

Ve > A,

fl(@)] <elf(a)
et alors

Vo> A f@) = f(A)+ [ roars s e [ o
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Puisque f(A) est une constante et fo t)dt —> ~+00, il existe A’ > 0 tel que

Ve > A f(A) < 5/ f(t)dt
0
Pour 2 > max(A, A"), on obtient

0< fx) < QE/Omf(t)dﬁ

et on peut alors conclure.

Exercice 87 : [énoncé]

(a) Par la monotonie de f, on encadre f(k/n) a laide d’intégrales dont
k/n est une borne.

Cas: f est croissante. Pour tout k € [1;n — 1], on a f(k/n) < f(t) pour tout
t d’un intervalle d’extrémités ! k/n et (k + 1)/n. En intégrant en bon ordre,

on obtient
1 [k (k+1)/n k (k+1)/n
)L e [ s
n n k/n n k/n

De fagon semblable, on a aussi

k/n
(/ Lﬂﬂdt§1f<k)-
(k=1)/n n’\n

En sommant ces comparaisons pour k£ allant de 1 & n, on obtient
k/n 1 i (k+1)/
s )£
3 RCUEE S ED oy
Enfin, par la relation de Chasles,

1-1/n 1 n k
| s j@)< [ s

k=

1. L’extrémité k/n est fermée et Pextrémité (k + 1)/n aussi sauf lorsque k = n — 1 auquel cas
lintégrale qui suit est généralisée en sa borne supérieure.

A T’aide de la convergence de l'intégrale de f sur |0;1[, on peut affirmer

1-1/n 1 1
lim f)dt= Lim [ f(o)di— / F(6)dt
/n 0

n—-+4+oo 0 n—-+oo 1

et ’on conclut par le théoréme de convergence par encadrement

I~ (K !
lim — -] = t) de
ngrfwng f<n) /Of()
k=1
Cas: f est décroissante. L’étude est analogue? & la précédente sauf que les

inégalités sont renversées. La conclusion est identique.

(b) On passe au logarithme pour retrowver la forme de la question
précédente.

On a

ce qui invite & introduire la fonction f:]0;1] — R définie par

£() = n <51n<7;t>>

Celle-ci est continue, croissante et intégrable sur ]0; 1] car négligeable devant
tst=1/2en 0F

f1n<sm<2 )) Viin(t)+ Vit 1n<1sin<7;t>> ——0
—— —_—

—0 —0 —In(mw/2)

On en déduit

ngrfooln({/sm(;) sin(;;) X x sin((”%l)”)) —/011n<sin<7;t>> dt.

Enfin, par le changement de variable ¢ = %F, on transforme cette intégrale en
celle calculée dans le sujet 673 et ’on peut conclure

lim {/sin N sin 2—7T X -+ X 8in M —e 0@ = 1
n—+o0 2n 2n 2n 2

. On peut aussi considérer —f au lieu de f pour se ramener a la situation du dessus.
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