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Enoncés 1

Séries entiéres

Calcul de rayon de convergence concret

Exercice 1 [ 00971 ] [Correction]
Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres :

2
(a) ZTLZO nTj:lZn (C) ZnZl %2271

(b) Ympe ™ 2" (d) Yoo B2

Exercice 2 [ 03054 ] [Correction]
Déterminer le rayon de convergence de :

(a) ano nlz"
() > >0 (%?)Zn

|
(€) 2nso % 2"

(d) X (VT = 3/n)z"

Exercice 3 [ 00972 ] [Correction]
Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres :

(&) ZnZO Zn2 (b) ZHZO Sin(n)z" (C) ZnZl SH:L#Z”

Exercice 4 [ 03298 ] [Correction]

(a) Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres

Zln<n Z 1>x” et Zsin(e*”)x".

(b) Une série entiére converge-t-elle normalement sur son disque ouvert de
convergence ?

Exercice 5 [ 03383 ] [Correction]
Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y a,2™ ou (a,) est la suite
déterminée par

ap =a,a1 =P et Vn € Njayy9 = 20,41 — apn

avec (a,8) € R2.

Exercice 6 [o02842] [Correction]
Quel est le rayon de convergence de Y wVni+2ng2n 2

Exercice 7 [02841] [Correction]
On note a,, la n-iéme décimale de /3.
Quel est l'intervalle de définition de Z:ﬁ anx™?

Exercice 8 [02843] [Correction]
Soit a € R. Quel est le rayon de convergence de Zn21 @ﬁ” ?

Exercice 9 [ 00973 ] [Correction]
Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

Z d(n)z" et Z s(n)z"

n>1 n>1

ot d(n) et s(n) désignent respectivement le nombre de diviseurs supérieurs a 1 de
Ientier n et la somme de ceux-ci.

Exercice 10 [o034s83] [Correction]
Soit « un réel irrationnel fixé. On note R, le rayon de convergence de la série

entiére
n

> sntral
= sin(nma)’
(a) Démontrer que R, < 1.
(b) On considére la suite (uy,),>1 définie par
up =2et Vn > 1, upe1 = (up)™.

Démontrer que pour tout entier n > 1

U, 1
T (n+1)n

Un+1
En déduire que la série de terme général 1/u,, converge.

Dans la suite, on pose
+oo 1
o= E —
n=1 Un

et on admet que « est irrationnel.
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(c) Démontrer qu’il existe une constante C strictement positive telle que, pour
tout entier n > 1 :

RIS | c
TUp, E — < T-
u Un—
k=n+1 k Un

(d) Démontrer que R, = 0.

(e) Question subsidiaire : démontrer que « est effectivement irrationnel.
Enoncé fourni par le CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA

Calcul de rayon de convergence abstrait

Exercice 11 [oo0977 ] [Correction]
Soient }_ -, a,2" une série entiere de rayon de convergence R et zo € C. On
suppose que » . -, an2y est semi-convergente. Déterminer R.

Exercice 12 [o00975 ] [Correction]

On suppose que {/|a,| = ¢ € Ry U {+o0}.
Déterminer le rayon de convergence de Y a,z™.

Exercice 13 [oo0978 ] [Correction]
Montrer que pour tout « € R les séries entiéres Y a,z™ et > n%a,z™ ont méme
rayon de convergence.

Exercice 14 [o0974 ] [Correction]
Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R.
Déterminer le rayon de convergence de la série entiére > a,,z2".

Exercice 15 [o03310] [Correction]
Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R.
Déterminer le rayon de convergence de

2. n
Eanz.

Exercice 16 [ 03309 | [Correction]
Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.
Déterminer le rayon de convergence de

Ezﬁzn_
n!

Exercice 17 [o02523] [Correction]
Soit une série entiére Y a,z™ de rayon de convergence non nul.

(a) Montrer qu’il existe un réel r > 0 tel que |a,| < 1/r™ & partir d’un certain
rang.

b uel est le rayon de convergence de la série entiére 4n ,m 7
4 g n!

(c) On note S, =Y _, ar. Quel est le rayon de convergence de la série entiére
Sn . n9
- A
n!

Exercice 18 03484 ] [Correction]
Soit (ay) une suite de réels tous non nuls.
Quelle relation lie les rayons de convergence des séries entiéres ci-dessous

Zanz” et Z iz".

Exercice 19 [oo0976 | [Correction]
Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R. On pose
an

by = ———
1+ [ay|

et on note R’ le rayon de convergence de Y b, 2".
(a) Montrer que R’ > max(1, R)
(b) Etablir que si R’ > 1 alors R’ = R.

¢) Exprimer alors R’ en fonction de R.
(c) Exp

Exercice 20 [o0o0979 | [Correction]

Soient " a,z™ et Y b,2™ deux séries entiéres de rayon de convergence R, et Rj.
On suppose que pour tout n € N, a, b, = 0.

Montrer que le rayon de convergence de Y (an, + b,,)z"™ est R = min(R,, Rp)
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Domaine de convergence

Exercice 21 [o2s855] [Correction]

Pour n € N*, on pose
+oo "
I, = / et dt.
1

(a) Déterminer la limite de (I,).
(b) Donner un équivalent de (I,,).

(c) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére de terme général
I,x™. Etudier sa convergence en R et en —R.

Exercice 22 |o03016 | [Correction]
Pour p,q € N, on pose

I(p,q) :/0 tP(1 —t)?dt.

(a) Calculer I(p,q).
(b) La série de terme général u,, = I(n,n) est-elle convergente ou divergente ?

(c) Donner le domaine de définition réel de la série entiére de Y u,z™.

Etude de la somme d’une série entiére concréte

Exercice 23 |[o03307 | [Correction]
Soit (f,) la suite des fonctions donnée par

Vn > 2, Vx € R, fp(z) = (—1)" In(n)a".

(a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére > f,,.

On note S sa somme.
1+ l .
n

(-3)

(b) Montrer que

Vo e]-1;1[,5(x)

1 (I
- (e
X

n=1

(c) En déduire que S admet une limite en 17 et que

: 1 RES n+1
mlg{{ S(x) = 3 (7;(—1) In

(d) Calculer la limite ci-dessus en utilisant la formule de Wallis

I1x3x--x(2n—1) 1
2 x4 x - x(2n) \/ﬁ_\/Tr'

lim

n——+oo

Exercice 24 [oo003s | [Correction]

(a) Etudier la convergence et préciser la limite éventuelle de (a,) définie par

apt1 = In(l +ay) et ag > 0.
(b) Rayon de convergence de Y a,x"

(c) Etudier la convergence de (Z anx”> sur le bord de l'intervalle de

convergence
(on pourra étudier la limite de 1/a,4+1 — 1/a, et utiliser le théoréme de

Cesaro)

Exercice 25 [03653] [Correction]
Pour z réel, on pose
+0oo x
fa)=) &=
n=1 \/ﬁ
a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére définissant f.

(a)
(b)
)
)

n

Etudier la convergence de la série entiére en 1 et en —1.
Etablir la continuité de f en —1.

(c

(d) Déterminer la limite de f en 1.

Exercice 26 [o03s890] [Correction]

(a) Donner l'intervalle de définition I de la fonction s qui au réel = associe
—+o0

=3

n=1

(b) Quel est le signe de s’ sur TNR,?
Quelle est la limite de s en I’extrémité droite de I MRy ?

(¢) Ecrire (1 — x)s’(z) sous forme d’une série et en déduire le signe de s’ sur I.

n

7
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(d) Etudier la convexité de f définie sur R, par

fl@)= (Ve +1- )z

(a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Y - a,x™.

(b) Simplifier Zzzgl axz®. En déduire que 372 a,z™ est, pour tout

x € ]—1;1], une fraction rationnelle en z.
En déduire que la fonction s est convexe.

Exercice 31 [oo09s2 ] [Correction]
Soit (a,) une suite de réels strictement positifs. On pose S, = >}’ ax et on
suppose

Exercice 27 [o03201] [Correction]

Soit
+o00 1
frrz— ng_lsln(\/ﬁ)m .

Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére définissant f.

Sp — 40 et a, /S, — 0.

Déterminer le rayon de convergence des séries entieres ) -, an2™ €t 3 o Sn
puis former une relation entre leur somme.

b

(c
(d

(a
(b) Etudier la convergence en —R et en R.

Déterminer la limite de f(x) quand  — 1~.

N~ —

Montrer que quand x — 1~ Exercice 32 [00984] [Correction]

Soit S(x) = ZZ:& anx” de rayon de convergence R > 0.
On suppose qu’il existe o > 0 tel que sur [0;«] on ait S(z) = 0.
Montrer que S = 0.

(1—a)f(z)—0.

Exercice 28 |[o03663 | [Correction]
On pose
Exercice 33 [o2854 ] [Correction]

Soit une série entiére Y~ ; a,z" de rayon de convergence R > 0 et de somme

+oo  \n +oo _1\n
Vz e C,e(z) = Z ( 1). 22" et s(z) = Z:O (2(n_1|_)1)!z2"+1. £(2).

n=0
(a) Montrer que pour 0 < r < R,
Montrer que

Vz € C,e(2)* +s(2)* =1. o0 1 2 o
Z |an|27‘2” = g/o ’f(re19)| dé.
n=0

Etude de la somme d’une série entiére abstraite
(b) Que dire de f si |f| admet un maximum local en 07

(c) On suppose maintenant que R = +o0o et qu’il existe P € Ry[X] tel que
|f(2)] < P(]z]) pour tout z complexe. Montrer que f € Cy[X].

Exercice 29 [o09s0 ] [Correction]
Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme f.

2n

(a) Exprimer ZZ:& aznz" en fonction de f pour |z| < R.

(b) Méme question avec Z:ﬁ% a3, 2",
Exercice 34 [o2856 ] [Correction]
Soient B = {z € C,|2| < 1} et f une fonction continue de B dans C dont la
restriction & B° est somme d’une série entiére. Montrer qu’il existe une suite

Exercice 30 [o0983] [Correction]
(Px)k>0 de polynome convergeant uniformément vers f sur B.

Soit (ay) une suite non nulle et T' périodique (avec T' € N*).
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Comportement en une extrémité de l’'intervalle de

convergence

Exercice 35 [o3068] [Correction]
Soit I I’ensemble des réels x tels que la série entiére

+oo
Z In(n)z"
n=1

converge. On note f(x) la somme de cette série entiére.

(a) Déterminer 1.
(b) On pose

n n

1 1
a1:—1etan:—ln<1—>—pourn>2.

Déterminer le domaine de définition de
—+oo
g: T Z anx".
n=1

(c) Trouver une relation entre f et g.
(d) Donner un équivalent de f(z) quand x — 1.
(e) Donner la limite de f(z) quand x — —17

Exercice 36 |[o037s83] [Correction]
Donner un équivalent simple quand x — 1~ de

Exercice 37 |[o02844 ] [Correction]

(a) Soit (a,) une suite complexe. On suppose que la série entiére > a,a™ a pour
rayon de convergence R. Déterminer les rayons de convergence de

k=1

Z(an Inn)z"™ et Z <an Z }g) ™.

(b) Donner un équivalent simple de 2> In(n)2"™ quand = — 1-.

Exercice 38 [o2852] [Correction]
Domaine de définition et étude aux bornes de

+oo 1
Z In (1 + > z".
n=1 n

Exercice 39 |[o3r4r | [Correction]

(a) Donner 'ensemble de définition de
+oo 1
=Y In(1+=)am.
=2 m(1+ )

1 (_1)E(1/m) N . . N
(b) Calculer f(—1) et [; ~—*-—— dz ou E est la fonction partie entiére.

(¢) Donner un équivalent de fen z =1

Exercice 40 [o02853] [Correction]
On pose

pour n € N*.
—+o0

(a) Etudier la convergence de la série Y > a,2™ entiére pour x réel.
On note f(x) la somme de cette série entiére.

(b) La fonction f est-elle continue en —17

(c) Donner un équivalent simple de f en 17.

Exercice 41 [02394 ] [Correction]
Soit Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R = 1.

Pour z € |—1;1[, on définit
+oo
S(x) = Z anz™.
n=0

On suppose que la suite (a,) est & termes réels positifs et que la fonction S est

bornée sur [0;1].
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(a) Montrer que Y a, est une série convergente.

(b) Montrer que

r—1—

+oo —+o0
lim g apx” | = g Q.
n=0 n=0

Exercice 42 [03245] [Correction]
Soit Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R = 1 avec

vn € N,a, > 0.

Pour z € |—1;1[, on pose
+oo
S(x) = Z apz"
n=0

et on suppose que la fonction S est bornée.
(a) Montrer que la série Y a, est convergente.

(b) Montrer que

r—1—

+oo
lim S(z) = Z .
n=0

Exercice 43 [ 03246 ] [Correction]
Soit Y an,x™ une série entiére de rayon de convergence R = 1 et de somme

+oo
xe]-1;1[~ f(z) = Zanx”.
n=0

On suppose que la série numeérique Y a,, converge, montrer que la fonction f est
définie et continue en 1.

Exercice 44 [o03244 ] [Correction]

Soit f la fonction somme dans le domaine réel d’une série entiére » . a,x™ de
rayon de convergence R = 1.

On suppose 'existence d’un réel

¢= lim f(z).

rz—1-

(a) Peut-on affirmer que la série numérique > a, converge et que sa somme vaut
07
(b) Que dire si l’on sait de plus a, = o(1/n)? [Théoréme de Tauber]

Exercice 45 [o009s85 | [Correction]

Soient > an,x™ et > b,a™ deux séries entiéres de sommes respectives f(x) et g(z)
avec pour tout n € N, b,, > 0.

On suppose que le rayon de convergence de > b,x™ est R et que cette série
diverge en R.

(a) On suppose que a,, = o(b,). Montrer que f(z) = o(g(x)) quand z — R~
(b) On suppose que a,, ~ b,. Que dire de f(z) et g(z) au voisinage de R?

Exercice 46 [02452] [Correction]
Soit (py,) une suite strictement croissante d’entiers naturels telle que n = o(py,).

On pose
+oo
flw)=> o
n=0

(a) Donner le rayon de convergence de la série entiére Y xP et étudier la limite
de (1 — 2)f(x) quand x tend vers 1 par valeurs inférieures.

(b) Ici p, = n? avec ¢ € N et ¢ > 2. Donner un équivalent simple de f en 1.

Exercice 47 |[o02483] [Correction]
Soit o > —1.

(a) Donner le rayon de convergence R de

“+o0
falz) = Z n®z".
n=1
On désire trouver un équivalent de f, lorsque z — R™.

(b) On suppose que « est un entier p.
Calculer fy, f1. Donner avec un logiciel de calcul formel I’expression de

f27"'7f5'

Trouver les équivalents recherchés.
Montrer qu'il existe @, € R[X] tel que

o) = 2D

(1 —a)ptl

(on calculera f;). En déduire I'équivalent recherché.
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(c) On suppose a > —1 quelconque.
Donner le développement en série entiére de

ot
(1—z)tte’

On notera b,, ses coefficients.

Montrer qu’il existe A(a) > 0 tel que n® ~ A(a)b,. On étudiera la nature de

la série de terme général
D I
bn+1 bn

En déduire que f,(x) est équivalente &

A(e)
(1 —a)tte
quand z tend vers R™.
Exercice 48 [o03989 ] [Correction]
On pose
+oo —+o00 1
= 1 " et = In(1-——|z".
fla) = D" et o) = 3 a(1-2)a
a) Déterminer les rayons de convergence de f et de g.

(
(

b) Montrer que g est définie et continue sur [—1;1].

(
(

)
)
¢) Trouver une relation entre (1 — z)f(z) et g(x) pour = € ]—1;1].
)
)

(e) Trouver des équivalents de f et g en 1.

Fonctions développables en série entiére

Exercice 49 [03303] [Correction]
Soit f:]—R;R[ — R (avec R > 0) de classe C* vérifiant
Vn e N,Vz € [0; R[, f™ (z) > 0.

Montrer la convergence de la série

SO

pour tout = € |—R;R|.

d) Montrer que f peut étre prolongée en une fonction continue sur [—1;1].

Exercice 50 [00994 | [Correction]

Soient a > 0 et f:]—a;a[ — R de classe C* telle que £ > 0 pour tout n € N.

Montrer que f est égale & la somme de sa série de Taylor en 0.

Exercice 51 [00993 ] [Correction]

(Fonction absolument monotone) Soit f: R — R de classe C* telle que f() >0

pour tout n € N.
Montrer que f est développable en série entiére en O.

Exercice 52 |[033s8] [Correction]

Montrer que la fonction
fix—Vz24+o+1

admet un développement en série entiére de rayon de convergence R > 1.

Exercice 53 [03302] [Correction]

Etablir que la fonction
1

1—shxz

est développable en série entiére et préciser le rayon de convergence.

T —

Exercice 54 |[o36s87 | [Correction]

Pour x € R, on pose
—+oo

fla) = Z cos(Z”x).

n!

(a) Montrer que la fonction f est définie et de classe C* sur R.

(b) Observer que le rayon de convergence de sa série de Taylor en 0 est nul.

Exercice 55 [02975 ] [Correction]
Etant donné une suite complexe (a,)nen+ de carré sommable, on pose

Jt) =3 =

n=1

ou la variable t est réelle.
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(a) Préciser le domaine de définition de f.

(b) Montrer que f est développable en série entiére autour de 0.

(c) Montrer que si f est identiquement nulle sur [—1/2;1/2], la suite (ap)nen+

est identiquement nulle.

Exercice 56 [02506] [Correction]
Soit a € |—1;1[. On pose

+oo
f(z) = Z sin(a™x).
n=0

(a) Montrer que f est définie sur R.
(b) Montrer que f est de classe C* et que pour tout k € N* et tout = € R,

Pl <

(c) Montrer que f est développable en série entiére.

Calcul de développement en série entiéres

Exercice 57 [oo09s7 ] [Correction]
Former le développement en série entiére en 0 de la fonction

x> In(2? + 2 4 1).

Exercice 58 [oo09ss ] [Correction]
Soient a,b > 0 avec a # b.
Calculer ¢, le n-iéme coefficient du développement en série entiére en 0 de

1

T A a1 —ba)

Exprimer

—+oo

2, .n
E CL,T .
n=0

Exercice 59 [o0o0990 | [Correction]
Former le développement en série entiére de

1 — zcost
1—2zcost+ 22

pour |z| < lette]O;n[

Exercice 60 [o034s85] [Correction]
Former le développement en série entiére de

1+

T x>
fra 1—2z

Exercice 61 [00995 ] [Correction]

1 ) . .\ + N
Reéaliser le développement en série entiére en 0 de = — fl > t2i7tx2 et reconnaitre

cette fonction.

Exercice 62 |[o02s859 | [Correction]

(a) Montrer, sit € R :

|t|n+1
< —:.
~ (n+1)!

v e (i)
¢ *kz !

=0

(b) Soit f € CO°(R,R) telle que (fj:;’t”| | f(t)] dt) soit bornée.

n>0

Montrer que F': x — fjoooo el f(t) est développable en série entiére en 0.

Exercice 63 [o3761 ] [Correction]
Pour z € ]—1;1[, on pose

(a) Justifier

/2 d6
f(w)Z/ ——
0 V1 —22sin” 0

+o00 2
Vo e]-1;1] f(z) =Y g (éf%) 22",

n=0
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(b) En déduire un équivalent de f(z) quand z — 1.

Exercice 64 |[o03707 ] [Correction]

(a) Pour quel réel z, 'intégrale suivante existe-t-elle

“+o0
/ _dt .
0 T+ et

(b) Donner alors sa valeur.

(c) Montrer que

f<x>=/0+°°dt

T + et

est développable en série entiére et exprimer ce développement.

Exercice 65 [02512] [Correction]

(a) Quel est le domaine de définition de

+oo n
a
S@) =Y
oy xr+n

pour ¢ € |—1;1[7
(b) Déterminer la limite et un équivalent de S en +oo.
(c) Deévelopper en série entiére

S(z) —

1
o

Exercice 66 |[o03s7s | [Correction]
Pour a € [0;1] et € R on pose

“+o0
S(x) = Z sh(a™x).
n=0

(a) Montrer que la fonction S est définie et continue sur R.
(b) Former une relation engageant S(ax) et S(x).

(c) Etablir que la fonction S est développable en série entiére sur R et exprimer
ce développement.

Exercice 67 [o3s99 ] [Correction]
Soient a € C* et p € N. Former le développement en série entiére de

1

xHi(:c—a)P“'

Exercice 68 [ 02605 | [Correction]
Soit o € |-1;1][.
(a) Montrer, pour tout z € R, la convergence de la suite de terme général

n

P,(z) = H (1- aka:)

k=0

vers une limite que ’on notera P(x).
(b) Soit f: R — R continue vérifiant ’équation fonctionnelle

(E):Vz eR, f(z)=(1—2a)f(azx).

Montrer, pour tout = € R,

f(x) = F(0)P(z).

(c) Montrer que la fonction 2 — P(x) est développable en série entiére sur R.

Exercice 69 [o02520] [Correction]
Pour z € C et n € N, on pose

P.(2) =[] (1 - ;k)
k=0

Montrer que |P,(2)| < Pa(—|z]).
En déduire que la suite (P”(Z))nEN est bornée.
Indice : on pourra penser a introduire In P, (—|z|).
En étudiant la convergence de la série Y (Py,41(2) — Py(2)), établir la
convergence de la suite (P,(z))
On introduit la fonction

neN’

frz— lm P,(2).

n—-+oo

Montrer que f est continue en 0.
Montrer que f est 'unique fonction continue en 0 vérifiant

Vz e C, f(2) = (1 — 2)f(2/2) et f(0) = 1.

Montrer que f est développable en série entiére.
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Calcul de développement par dérivation intégration

Exercice 70 [o009s6 ] [Correction]
Former le développement en série entiére en 0 de la fonction

T b—>ln(x2 —53:—1—6).

Exercice 71 [o2857 ] [Correction]

Développer en série entiére
= / v dt
x .
oo LT

Exercice 72 [ooo7s ] [Correction]
Soit x € Ret 0 €]0;7/2[.
(a) Calculer la partie imaginaire du complexe

sin fel?
1 — xsinfei?”

(b) En déduire le développement en série entiére de

f(x) = arctan <x — tajlﬁ)'

Exercice 73 [o02525 ] [Correction]
Montrer que
f(z) = arctan(l + x)
est développable en série entiére au voisinage de 0 et donner son rayon de
convergence. Calculer cette série entiére.

Exercice 74 [o02848] [Correction]
Pour z € |—1;1] et « € R, établir

400 n .
z" . T sin o
E — sin(na) = arctan| ——— .
n 1 —xcosa
n—

Calcul de développement par équation différentielle

Exercice 75 [o1013] [Correction]

Soient p € N et
2 mtp .
flz) = g ) z".

n=0
(a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére définissant cette
fonction.
(b) Calculer f(z) en étudiant (1 — z)f'(z).

Exercice 76 [ 00937 | [Correction]
Former le développement en série entiére en 0 de

+o0 2
x|—>/ e ' sin(tx) dt.
0

(a) en procédant & une intégration terme & terme.
(b) en déterminant une équation différentielle dont la fonction est solution.

Exercice 77 [o02858] [Correction]

Développer en série entiére f: z — vz + /1 + 22 au voisinage de 0.

Exercice 78 [03699 | [Correction]
(a) Quel est 'ensemble de définition de

arcsin x
T) = ———".
0=

(b) Montrer que f est solution d’une équation différentielle linéaire du premier
ordre avec pour condition initiale f(0) = 0.

(c) Montrer que f est développable en série entiére et en donner le rayon de
convergence.

Exercice 79 [o1015 ] [Correction]
Former le développement en série entiére en 0 de la fonction

arccos xr

fIHﬁ
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Exercice 80 |[o1018] [Correction]
Former le développement en série entiére en 0 de

x +— sh(arcsin x).

Exercice 81 [o03694 ] [Correction]

(a) Etudier la parité de
fixe ex2/2/ e /2 qt.
0

(b) Montrer que f est solution d’une équation différentielle & déterminer.

(c) Justifier que f est développable en série entiére et donner ce développement.

Exercice 82 [o03659 | [Correction]

(a) Former une équation différentielle vérifiée par

+oo et
f:x>—1|—>/ dt.
1 r+t

(b) En déduire le développable en série entiére en 0 de f.

Exercice 83 [03301] [Correction]

Développer f(z) = ch(z) cos(z) en série entiére en 'exprimant a 1’aide de
fonctions exponentielles.

Retrouver le résultat en remarquant que f est solution de ’équation différentielle

y@ + 4y = 0.

Exercice 84 [o02500] [Correction]
Soient k > 0 et

f(z) = /0 t* sin(zt) dt.

(a) Montrer que f est continue sur R.
(b) Montrer que f est dérivable sur R et vérifie
Vo € Ryxf'(z) + (k+1)f(z) = sinz.

(c) Déterminer toutes les fonctions développables en série entiére en 0 solutions
de 2y’ + (k + 1)y = sinz en précisant le rayon de convergence.

Exercice 85 |[02498] [Correction]
On considére I'équation différentielle

(E): ty' +y = 3t% cos(t*/?).

(a) Montrer qu'il existe une unique solution v de (F) développable en série
entiére sur un voisinage de 0.

(b) Trouver I'ensemble des solutions de (E) sur R¥ et en déduire une expression
plus simple de v.

Calcul de sommes de séries entiéres

Exercice 86 [ 00997 | [Correction]
Soit .
= (71)n n
DT —— "
Jia 1'7,2::2 n(n — 1)3:

(a) Déterminer l'intervalle de convergence de f.
(b) Exprimer la fonction f a l’aide des fonctions usuelles sur |—1;1]

(c) Calculer f(1) et f(—1).

Exercice 87 [00996 ] [Correction]
Rayon de convergence et somme de

Exercice 88 [0099s] [Correction]
Rayon de convergence et somme de

St D=2)

n!
n>0

Exercice 89 |[o3648] [Correction]
Rayon de convergence et somme de

Z(_l)n+1n$2n+1.

n>0
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Exercice 90 [o02845] [Correction]
Rayon de convergence et somme de

—+oo
.,L.2n+1

= 3n+2

Exercice 91 [00999 ] [Correction]
Rayon de convergence et somme de

Exercice 92 [o1000 ] [Correction]
Rayon de convergence et somme de

n .n

PR
o 2n+1

Exercice 93 [o1001 ] [Correction]
Rayon de convergence et somme de

2n

Z 4nx2 -1
n>0

Exercice 94 |[o02448] [Correction]
Pour n > 0, on pose
/4
a, = / tan™ t dt.
0

(a) Trouver la limite de (ay,).

(b) Trouver une relation simple entre a,2 et a,.
(c) On pose

On n

Un(x) = o

Donner la nature de la série de terme général u, (z) en fonction de = et de a.

(d) On pose
+o00o
f(z) = Z anx”.
n=1

Exprimer f a I’aide des fonctions usuelles.

Exercice 95 [02449 ] [Correction]
Soit (ay,) la suite définie par

1 1n—1
ap =1 et anza/o kli[()(t—k)dtpourneN*.

(a) Rayon de convergence de Y a,z™.
(b) Somme de > anz™.

Exercice 96 [ 02847 ] [Correction]

(a) Déterminer le rayon de convergence R de

n>0
(b) Pour x € |—R; R| calculer la somme précédente.

Exercice 97 [o3791 | [Correction]
Etude et expression de la série

+oo
n
E (D" gm,
n=0

Exercice 98 [oo0o7s | [Correction]

Calculer
+oo 3n

&
&
Il
™
S
=

n=0

+oo g3ntk

n!
> "
1x3x---x(2n+1)

n

(on pourra caleuler Sy (x) = >, 2 o pour k € {0,1,2})
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Exercice 99 |[o02414 ] [Correction]

Soient Y anz™ et Y b,x™ deux séries entiéres de rayons de convergence R et R’'.

(a) Déterminer le rayon de convergence et la somme de Y ¢,x™ avec
n
Cn = Zkzo arbn_r.
(b) Déterminer le rayon de convergence et la somme de

> I P
2 3 n '

n>1

Exercice 100 [ 02565 ] [Correction]
Trouver le rayon de convergence de

Z shn Jjn
= nn+1)" "

Calculer la somme dans le bon intervalle.

Exercice 101 [o2s51 | [Correction]
Calculer

1
an:/ (1 — 1) dt
0

pour n € N*.
Calculer le rayon de convergence de la série entiére > a,a™.

Calculer la somme de cette série entiere sur l’intervalle ouvert de convergence.

Exercice 102 [ 02607 | [Correction]

Pour n > 0, on pose
/4
a, = / tan” ¢ dt.
0

(a) Trouver la limite de la suite (ay,).
(b) Donner une relation simple entre a, o et a,.

(c) On pose f(x) la somme de la série entiére

+oo
E anx”.
n=0

Déterminer 'intervalle de définition de f.

(d) Exprimer f a ’aide des fonctions usuelles.

Exercice 103 | 02534 | [Correction]
On pose
V0 € R,Vn € N, a,, = cos(n#).

20 anua™ pour tout x € |—1;1[.

n=0
(b) Montrer que pour tout 6 # km, la série > as converge et exprimer sa
somme a ’aide d’une intégrale.

(a) Calculer

(c) Calculer cette intégrale pour 6 € ]0; 7.

Application & la détermination du terme général
d’une suite

Exercice 104 | 02850 | [Correction]
On pose ag = 1 puis pour tout n € N

n
n
ap41 = Z k Ap—kak.

k=0

Calculer les a,, en utilisant la série entiére de terme général “5x™.

Exercice 105 [o1010 ] [Correction]
(a) Former le développement en série entiére en 0 de

N S
(1—2)(1—2a2)

(b) Soit (u,) € CN vérifiant
Vn € N7un+3 = Up+2 + Un41 — Unp.

Exprimer le terme général de la suite (u,,) en fonction de ses premiers termes.

Exercice 106 [o1011 ] [Correction]
On pose ag = 1 et pour tout n € N,

n
p41 = § Ap—kak.
k=0
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(a) Donner une formule permettant de calculer
+oo
S(x) = Z anx".
n=0

(b) Calculer S(z).
(c) Calculer les ay,.
(d) Donner un équivalent de la suite (a,).

Exercice 107 [o2451 ] [Correction]
On note N(n,p) le nombre de permutations de [1;n] qui ont exactement p points

fixes. On pose en particulier D(n) = N(n,0), puis

+oo
flay =3 2,
n=0

(a) relier N(n,p) et D(n —p).

(b) Justifier la définition de f sur |—1;1[ puis calculer f.

(c) Calculer N(n,p).

(d) Etudier la limite de (;!N(n,p)) quand n tend vers +oo.

Application a la régulatité d’un prolongement

continu

Exercice 108 [o01002 ] [Correction]
(a) Montrer que la fonction z — 22 se prolonge en une fonction de classe C*
sur R.

(b) Montrer qu’il en est de méme de la fonction z s 2L

Exercice 109 [ 03308 ] [Correction]

Pour z # 0 on pose
2x
t
f(z) = / % dt.

(a) Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0.
ontrer que ce prolongement est développable en série entiére sur R.
b) Mont 1 t est dével bl érie entie R

Application au calcul de

Exercice 110 | o1003 ] [Correction]
Montrer que pour tout a > 0,

En déduire les sommes

Exercice 111 [o1009 | [Correction]

somimmes

(a) On note v la constante d’Euler. Etablir 1’égalité

’yzi(;—ln(l—ki)).

(b) En déduire que

X (-

.
7= k)

Exercice 112 | 02808 | [Correction]

Calculer
+oo

n=0

k=2

1

Z(3n+2)><3"'

Intégration terme a terme de séries entiéres

Exercice 113 [ o1004 | [Correction]
Montrer

/1 In(1+ z)
0 T

+oo _
(_1)77, 1
do = Z n2
n=1
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Exercice 114 [o1006 | [Correction]

Montrer
o =k

1
= t dx.
7;)(2”_’_1)(2”_'_2) /0 arctan z dx

En déduire la valeur de cette somme.

Exercice 115 [o1008 | [Correction]
Observer que pour tout z € |—1;1],

71'/21 1 a2
/ I +esin’®) 4 o /iTz-1).
0

sin? ¢

Exercice 116 [oo131 ] [Correction]
Soit f:[0;1] — R une fonction continue.

(a) Déterminer la limite de la suite de terme général
1
Up = / nt” f(t) dt.
0
(b) Déterminer la limite de

1
vn:/o nin(1+t") f(t)dt.

Exercice 117 [o02865 ] [Correction]
Etudier la limite de la suite de terme général

1
I, = n/ In(1 +¢™) dt.
0

Exercice 118 [ 02597 [Correction]
Montrer que g: t — >0 % est de classe C> sur R.
En déduire que h: t — g(t)e™" est de classe C* sur R.

Montrer que f0+oo h(t) dt existe et calculer son intégrale.

Exercice 119 | 04106 | [Correction]

On considére une série entiére complexe ) - a,2" de rayon de convergence
R>0.

On note f sa somme définie pour |z| < R par

+oo
z) = Z anz"

n=0

(a) Rappeler la définition du rayon de convergence d’une série entiére et montrer
que Y, <, an2™ converge normalement sur le disque

D(0,7) ={2€C,|z| <r}si0<r<R.
(b) Soit r un réel tel que 0 < r < R, montrer que la fonction
2m
I
z »—>/ m( )d0

r — ze—if

est développable en série entiére et exprimer la somme de cette série entiére
en fonction de f(z) et de f(0).

(c) Déterminer les fonctions f, développables en série entiére sur D(0, R), et qui
ne prennent que des valeurs réelles sur un ensemble de la forme
{z€C,|z=r}pour 0 <r <R.

Exercice 120 [ 04941 | [Correction]

(a) Montrer que, pour tout a € ]0; 1[, 'intégrale suivante converge :

@ In(1 —
/wdx_
0

22

(b) Justifier que, pour tout a € |0;1],

+o00 n

/a$+1n(2:|_—x)dx:7z a ‘
0 x —n(n+1)
(¢) En déduire la convergence et la valeur de

1 p—
/ z+In(1 —2) d.
0

x2
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Applications variées des séries entiéres

Exercice 121 [o02422] [Correction]

(a) Déterminer la décomposition en éléments simples de

1
(X+1)mX -1

avec m,n deux entiers non nuls.

(b) Déterminer deux polynomes U et V tels que

(X +1)"U(X) + (X —1)"V(X) =1.

Exercice 122 [o3074 ] [Correction]

Soit une série entiére Y a,z" de rayon de convergence R > 0.

(a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére

3
n!
On pose donc, pour ¢ dans R,

“+o00

IOED I

n=0

(b) Montrer qu’il existe 7 > 0 tel que pour tout x > 7, t — f(t)e™** soit

(b)

Soit A € M,,(C) nilpotente. Justifier 'existence d’une matrice B € M,,(C)

telle que

B2=1T1+ A.

Exercice 124 [ 03932 ] [Correction]
(Formule de Chu-Vandermonde) Pour o € R, on pose

e, (Z) _ a(oz—l)..r.d(oz—n%-l)'

Etablir

e ()00 (1)

Exercice 125 [ 04175 ] [Correction]
On note A I’ensemble des polyndmes a coefficients dans N et, pour tout n € N :

(a)

intégrable sur [0;4o00[ et exprimer cette intégrale sous forme de série entiére (c)

en 1/z.

Exercice 123 [oo707 | [Correction]

Soit S(z) =Y .,7 ,ana™ le développement en série entiere de z — /1 + .

(a) Pour N € N, on pose

N “+o00
Sy = Zan:r” et Ry = Z apz".

n=0 n=N+1

Montrer que (Sxy(x))? — 1 — z est un polynéme dont la plus petite puissance

de z est de degré > N + 1.

A, = {P e A|P2)=n}.

Montrer que A, est fini pour tout n € N. On note u,, son cardinal.
Calculer ug, u et us.

Montrer
Vn € Nugpy1 = ugy et Yn € N* ugy = uop—1 + Un.

Montrer

n
vn € N, ug, = Zuk.
k=0

Ecrire un programme Python qui renvoie la liste des 100 premiers termes de
la suite (uy,).

Quelle conjecture peut-on faire sur le rayon de convergence de > u,2z"? La
démontrer !

Exercice 126 [ 04176 | [Correction]

Pour n € N, on note B,, le nombre de partitions d’un ensemble & n éléments. On

posera By = 1.
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(a) Montrer
" /n
VneN, By =Y <k> By,.
k=0
(b) Ecrire une fonction Bell(n) donnant la liste (Bx)o<k<n

(c) Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére de terme général
%m" est strictement positif.

(d) Soit

+c>oB
fix€]-R;R[— Zﬁx”
n=0

Déterminer une équation différentielle dont f est solution. Exprimer f et
donner une expression de B,,.
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

un+1(z)

(a) un(z) = 222", Pour tout z # 0, — El done R = 3.

(b) un(z) = z"e™"". Pour tout z € C, n2uy(z) — 0 donc R = +o0.

(€) un(z) = 2222, Pour tout z # 0, “Z*LEZ()Z) = lnggzl) (nfl)Q |2]2 — |2|? donc
R=1

(d) un(z) = Z12%". Pour tout z # 0, uzf(lz(f) = (":nl,)n |23 — e|z|® donc
R=¢1/3

Exercice 2 : [énoncé]

(a) un(z) = n!lz". Pour tout z # 0,

Un+1 (Z)

=(n+1)[z]| = 40

donc R = 0.
(b) un(2) = (**)z". Pour tout z # 0,
(2n+2)(2n+1)

un+1(z)

donc R=1/4.

(€) un(z) = Ef’:f)); 2™. Pour tout z # 0,

~ (B3n+3)(Bn+2)(3n +1)
- CESE |z| — 27|z|

Un+1 (Z)

donc R =1/27.
(d)

In(n+1) Inn _ 1)

1 1 1
n+1/n 11— {L/ﬁ _ emln(n+1) — e Inn _ eﬁlnn(eﬁ -

1
oren™” 1 donc
n—-+oo

In(n+1) Inn lnn In(1+1/n)
nt1/ /o _
n v n+1 n n(n+1) n+1

7lnn

Par suite R = 1.

n—-+oo ’I’L2 ’

Exercice 3 : [énoncé]

(a) Posons
si n est un carré

1
Ap = .
0 sinon

(an) ne tend par vers 0 donc R < 1 mais (a,) est borné donc R > 1.
Finalement R = 1.

(b) Posons a,, = sinn.
(an) ne tend par vers 0 donc R < 1 mais (a,) est borné donc R > 1.
Finalement R = 1.

(c) Posons a,, = (sinn)/n?.

(an) est bornée donc R > 1.
Pour |z| > 1, la suite <51nn2"|z"> ne tend pas vers 0 car la suite (sinn) ne
n>1

tend pas vers 0. On en déduit R < 1 et finalement R = 1.

Exercice 4 : [énoncé]

(a) On a

(n—i—l) 1
In ~ —
n n

donc le rayon de convergence de la premiére série entiére vaut 1.
Aussi
: —n -n
sm(e ) ~e
donc le rayon de convergence de la deuxiéme série entiére vaut e.

(b) On sait qu’une série entiére converge normalement sur tout compact inclus
dans son disque ouvert de convergence, mais en revanche elle ne converge pas
normalement sur ce disque. La série entiére ) 2™ est un contre-exemple car

R=1et Hz — anoo,D(O,l) =1.

Exercice 5 : [énoncé]
La suite (ay) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son terme général est

donné par
an, = a+n(f — ).

Si (a, 8) # (0,0) alors R = 1.
Si (o, 8) = (0,0) alors R = +o0.
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Exercice 6 : [énoncé] (a) Puisque
Pour z # 0, posons u, = 7V t2722"  Aprés calculs 1

" [sin(nmra)| —

Intl 2

Up, n—-+oo

donc R =1/+/7.

Exercice 7 : [énoncé]

La suite (ay,) est bornée mais ne tend par vers 0 (car
décimal).

Par conséquent, pour tout |z| < 1, la série numérique ) a,z™ converge car son
terme est dominé par le terme sommable z".

En revanche " a,, 1™ diverge car (ay) ne tend par 0.

On peut conclure que le rayon de convergence de la série entiére vaut 1.

3 n’est pas un nombre

On vient de voir que la série diverge grossiérement pour x = 1, il en est de méme

pour x = —1.
On conclut que l'intervalle cherché est

]-1;1].

Exercice 8 : [énoncé]

Série entiére et série entiére dérivée ont méme rayon de convergence. Etudions
alors le rayon de convergence de Y cos((n + 1)a)z™. (cos((n + 1)a)) est bornée
donc R > 1 et ne tend pas vers 0 donc R < 1 et finalement R = 1.

Exercice 9 : [énoncé]

d(n) /~0 donc Rq <1 d(n) < n et le rayon de convergence de ) ., nz" étant
égal & 1 on a aussi Ry > 1. On peut conclure Ry = 1.

De méme, en exploitant s(n) /0 et

n(n+1)

s(n)<14+24+---4+n= 5

ona R, =1.

Exercice 10 : [énoncé]
Soulignons que les termes sommeés pour définir la série entiére ont un sens car
lirrationalité de o donne

Vn € N*, sin(nma) # 0.

la série entiére > diverge grossiérement en 1 et donc R, < 1.

"
n>1 sin(nmwa)

Par une récurrence facile, on montre u,, > n + 1 pour tout n € N*. On a alors

u, 1 < 1
Upp1  wlr™t T (n+ 1)
On a
1 1 1 1 1 1
— = + < + —_—
k:zn;-l Uk Un+1 k:zn;i-l Uk+1 Un+1 k:zn;i-l (k + ].)k Uk

et puisque la suite (u,,) est croissante

+oo +o00
Z S + Z k <
k=n+1 Uk Un+1 k=n+1 (k + ]‘) Un+1 Un+1

avec
+o00 1
K=1 —_—
P

On en déduit
+oo

1 Kmu, Krn
TTUnp E — < Ery—
U U n
j— k n+1 Un

Considérons m = u, € N*. Quand n — +oc, on a pour x > 0

m

T
-~ —00.
sin(mma)
En effet
n 1 —+o0 1
ma:un2—+un Z —.
U Uk
k=1 k=n-+1
Or
"1 " u o, w
-1 k+1
up Y — = =1+ noon e 149N
b—1 U b—1 U 1 Up—1 Un—2 Uk
et donc

—+o0
. . 1
—sin(mma) = sin <7Tun E " )

k=n+1
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d’ou
C
un"
puis
m Un
= > (zuy,) L oo
sin(mma) Up

n

On en déduit que >

(e) Par 'absurde, supposons « € Q. Il existe alors un entier ¢ € N* tel que
ga € N. Pour tout n € N, on a alors qu,a € N or

diverge pour tout = > 0 et donc R, = 0.

_x
n>1 sin(nmra)

n 1 +oo 1
qUnC = qUnp Z UTg + qun Z u7k
k=1 k=n+1

avec comme vu ci-dessus

unzieN.

=1 "k
On en déduit
+oo 1
quy, Z u7k € N.
k=n-+1
Or N
oo
1 Ku
0 < qun Z S B
k=n+1 Uk Un+1

C’est absurde.

Exercice 11 : [énoncé]
Par la convergence de ) ., anzy on a déja R > |z|. Si R > |z alorsil y a
absolue convergence en 2z ce qui est exclu par hypothése. On conclut R = |z|.

Exercice 12 : [énoncé]

Pour z # 0, on observe que { anz"’ — £|z|. Or il est connu que pour Y u,, série
a termes positifs, si /u,, — m € [0;1] alors la série converge et si {/u, — m > 1
alors la série diverge (ce résultat s’obtient par comparaison avec une suite

géomeétrique).

Si¢{=0alors Vz €C, ¢ |anz"’ — 0 donc Y a,z™ converge en z et donc R = +o0.

Si £ €]0;+oo| alors Vz € C tel que |z| < 1/¢, > a,z™ converge tandis que pour
|z| > 1/¢, Y a,z™ diverge. On en déduit R =1/¢
Si £ = 400 alors Vz € C*, 3 a,2" diverge.

Exercice 13 : [énoncé]

Posons b, = n“a,, et comparons R, et R;.
Cas a=0: ok

Cas o> 0:on a a, = o(by) et donc

R, > Ry,

Pour z € C tel que |z| < Rq, en considérant, p € ||z|; Ra[, on peut écrire

ZTL
n_ o n __ n a _ n
bpz" =n%a,z" = a,p" X n —pn = o(anp").

Puisque > a,p™ converge absolument, la série Y b, 2™ converge et donc Ry > |z|.
Or ceci pour tout z tel que |z| < R, donc

Ry, > R,.

Finalement
R, = Ry.

Cas a < 0 : on écrit a,, = n~%b, et on exploite ce qui précéde.

Exercice 14 : [énoncé]
Notons R’ le rayon de convergence de > a,z>".

Pour |z| < VR, |2?| < R et donc 3 a,(2%)" = 3" a,,2*" est absolument
convergente.

Pour |2| > VR, |2?| > Ret donc 3 a,(2%)" = 3" a,2?" est grossiérement
divergente.

On en déduit R’ = VR.

Exercice 15 : [énoncé]
Montrons par double inégalité que le rayon de convergence R’ de > a2 2" vaut

R =R
Soit |z| < R.
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Puisque la série numeérique Y a, 2™ est absolument convergente, on a a,z™ — 0 et

donc a2 22" — 0.

Or pour |Z| > R/, on sait que la suite (a2 Z") n’est pas bornée. On en déduit

|2|? < R’ et donc
R<VR.
Soit |z| < VR
On a |z|? < R’ et donc |a?z*"| — 0 puis |a,2"| — 0. On en déduit |z| < R et donc

VR <R.

Exercice 16 : [énoncé]
Soit r € ]0; R[. La série numérique ) a, 7" est absolument convergente. Pour tout

z € C,
a 1/2Y'
Lot =gt —(Z2) = o(anr”)
n! nl\r

car par croissance comparée
n
1/z
—(Z) ——o.
n!\ r n——+oo

Par comparaison de séries absolument convergentes, on peut affirmer que la série

numeérique » 45— est absolument convergente pour tout z € C.

Le rayon de convergence de la série entiére étudiée est +oco.

Exercice 17 : [énoncé]

(a) Pour r € ]0; R], la série numeérique »_ a,r™ converge donc a,r™ — 0 et &
partir d’un certain rang N, on a

lan|r™ < 1.
(b) On a alors
anz" "
n! T \rnn! )’
Posons
Z?L
un(z) = ot
Pour z # 0, on a
un-i-l(z)
Up(z) | n—too

Par la régle de d’Alembert, la série numérique > u,(z) converge absolument.
Par comparaison, la série numérique Y a,,2" /n! converge aussi absolument.
On peut donc la série entiére Y a,2"/n! est de rayon de convergence +o0.

(c) On a

n N n—N
Sul < 3l <D fonl + "
k=0 k=0

et donc S,, = O(n/r™) puis

Sy 2" Z"
n! O(r”(n — 1)!>'

Comme ci-dessus, la série entiére Y S, 2™ /n! est de rayon de convergence +oo.

Exercice 18 : [énoncé]
Notons R et R’ les deux rayons de convergence de séries entiéres introduites.
Soit z € C*.

Si |z] < R alors la série numérique > a, 2" converge et donc a,z™ — 0. On en
déduit que

1

ap 2™

et donc |1/z] > R’ d’ou |z| < 1/R’. On en déduit R < 1/R’ puis

— +00

RR < 1.

On ne peut affirmer mieux puisque, pour

2TL
an =
1

si n est pair

sinon

on obtient RR' = 1/2.

Exercice 19 : [énoncé]

(a) On a |b,| < |ay| donc R > R. On a |b,| <1 donc R' >1

[bn
I—[bn]

(b) Si R’ > 1 alors b, — 0 et puisque |b,| = lJlflglnl ,on
obtient a, = O(|b,|) donc R > R’.
Par suite R = R’ d’ou R’ = max(1, R).

(c) Si RF=1alors 1 > Ret R = max(1, R).

donne |a,| =
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Exercice 20 : [énoncé]

Par sommation de séries entiére, on sait déja R > min(R,, Rp)

De plus, puisque a,b, = 0 on peut affirmer |a,| < |a, + b,| et donc R < R, et de
méme R < R}, et donc R < min(R,, Ry) puis R = min(R,, Rp).

Exercice 21 : [énoncé]

(a) Pourt > 1, e *" — 0 avec 0 < e *" <e~t. Par convergence dominée I,, — 0.

(b) Par le changement de variable u = t" qui est un C!-difféomorphisme,

1 (T 1on
I, =— u 7 e “du.
nJi

Par convergence dominée,
400 +oo —u
1=n _, e
/ u e Ydy — —du
1
donc

1 +oo —u
Iy~ = / ¢ du
nJi

(¢) Par ’équivalent précédent R =1 et la série entiére diverge en 1. Par
application du critére spécial des séries alternées, la série entiére converge en
—1.

Exercice 22 : [énoncé]
(a) Par intégration par parties

p
I(p,q) = —2—I(p—1,q+1
(p,q) qH(p q+1)

puis

plg!
I = >
(P, q) (p+q+1)!

B (n+1)? 1
 (2n+2)(2n +3) _>Z<l

(n})?
(2n+1)!

unJrl
Unp

Up =

donc > u,, converge.

(c) Par le calcul ci-dessus R = 4 donc |—4;4[ C D C [—4;4].
Par la formule de Stirling :

2rp2ntl e?ntl B V2re 1 P
e?n 2r(2n + 1)(2n + 1)@+ /2n + 12271\ 2n + 1

2n+1
on 1 1
= on+1)In(1— -
<2n—|—1> eXp(( ntl) n< 2n+1)> e

NG
~ W
4"u,, ~ /m/2+/n et par comparaison de séries & termes positifs, > 4"u,
diverge. 4 ¢ D.
U, = (—4)"uy, (vy,) est alternée, |v,| — 0 et

Up, ~~

et

donc

Un,

_ 4(n+1)?2 2n+2
C (2n+2)(2n+3) 2n+3

vn+1
Un

<1

donc (|v,|) est décroissante.
Par application du critére spécial des séries alternées, > v,, converge et donc
—4 € D. Finalement D = [—4;4].

Exercice 23 : [énoncé]
(a) R=1.
(b) Pour z € |-1;1[, on a

+oo

+oo
(1+2)S(z) =Y (-)"In(n)z" + > (~1)"In(n)z""".

n=2
Aprés décalage d’indice et réunion des deux sommes

—+oo

(1+2)S(z) =Y (=)™ (In(n + 1) — In(n)) 2"+

n=1

ce qui conduit & la relation demandée.

(c¢) Posons

gnlz) = (=1)"* ln(l + i)mn+1
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ce qui définit g,: [0;1] — R continue.

A Paide du critére spécial des séries alternées, on montre que la série de
fonctions Y g, converge uniformément sur [0;1] ce qui assure que sa somme
est continue. On en déduit par opérations sur les limites

1[X 1

lim S(z) = = )" {1+ =) ).

i Sta) =5 <Z< (e
n=1

En regroupant les termes d’indices impairs et pairs consécutifs

2n

1 - 1 1
vk+1 1) _ B L
g:l( 1) ln(l + k) g_lln(l t oo 1) 1n<1 + 2k>

et donc

k=1 k=1 k=1

Enfin par la formule du Wallis, on obtient

1
lim S(z) = 511&%.

z—1-

Exercice 24 : [énoncé]

(a)

La fonction = — In(1 + z) est définie sur R’ et & valeurs dans R . Puisque
ag > 0, la suite récurrente (a,) est bien définie et a termes dans R’ . Sachant
In(1 + z) < z, on peut affirmer que la suite (a,) est décroissante. Or elle est
minorée par 0, donc elle converge vers une limite ¢ > 0. En passant la relation
ant1 = In(1 + a,) & la limite, on obtient ¢ = In(1 4 ¢) ce qui entraine £ =0
(car In(1+ x) < x pour tout z > 0). Finalement a,, — 0.

On a alors

_ Ong1 In(1+ an) Lo g
an an an

Ap+1
Qan

et donc le rayon de convergence de la série entiére Y a,a™ vaut 1.

Pour z = —1, la série numérique

Z an(—1)"

converge en vertu du critére spécial des séries alternées car (ay) décroit vers 0.

2n n n 2
1 ok 2%k 1 2%
et 1) _ _2k 2k ) _ _2k
2.1 ln(l+k> IH<H 2k—12k+1> ln<2n+1<H 2k—1>>'

Pour z = 1, déterminons la nature de la série numérique Y a,
On a

1 1 a,—In(l+a,)  3a3+o0(a2) . 1
Uny1  Gp AnQni1 ~ an(a, +o(an)) 2’
Par le théoréme de Césaro
12 ( 1 1 ) 1
J— P % p—
n =\ Akt ay 2
et donc
1/1 1 1
n\a, ag 2
On en déduit 5
ap ~ —.
n

Par équivalence de séries a termes positifs, Y a,, diverge.

Exercice 25 : [énoncé]

(a)
(b)

Pour z # 0, posons u,, = 2"/y/n # 0. On a |u,41/u,| — |z| donc R = 1.
En x =1, f n’est pas définie car il y a divergence de la série de Riemann
S/
En z = —1, f est définie car il y a convergence de la série alternée
> (=1)"/y/n satisfaisant le critére spécial.
Posons uy,(z) = ™ /+/n pour x € [—1;0].
Chaque fonction u,, est continue et la série de fonctions 3 u,, converge
simplement sur [—1;0] en vertu du critére spécial des séries alternées. On a
de plus

|x|n+1 1
= < —0

vn+1l— n+1
et il y a donc convergence uniforme de la série de fonctions > u,, sur [—1;0].
On en déduit que sa somme est continue sur [—1;0] et donc f est notamment
continue en —1.

}Rn(l’)‘ < ’Un+1(x)|

Pour tout n > 1, on a v/n < n donc pour tout = € [0;1]

n

+oo
f(z) > Z% =—In(l —z) —— +o0.
n=1

r—1—
Donc f tend vers +o0o en 17.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections

24

Exercice 26

(a)

: [énoncé]

s est la somme d’une série entiére de rayon de convergence R = 1.

La série diverge en z = 1 (par série de Riemann avec 1/2 < 1) et converge en
x = —1 par application du critére spécial des séries alternées. On conclut
I=[-1;1].

Puisque s est la somme d’une série entiére, on peut dériver terme & terme sur

]-1;1] et
Z\fxn 1

Sur I "Ry, cette somme est positive. La fonctlon s est donc croissante sur
[0;1].
Si celle-ci était majorée par un réel M, nous aurions pour tout N € N*

Z Vi + 12"

En passant & la limite quand x — 17, on obtient

27<M

Ceci est absurde car la série a termes positifs > 1/4/n diverge et ne peut
donc avoir ses sommes partielles majorées. La fonction s est donc croissante
et non majorée, elle diverge donc vers +oco en 1.

Pour = € |-1;1]

+oo
(1—2x)s Z\/n+1x —fom" ! Z(\/?H— —\/ﬁ)m"
n=0
Pour = < 0, on peut écrire x = —t avec t > 0 et alors
+oo
(1—2)s'(z) = Z(—l)"ant”
n=0

avec a, = v/n+1—/n > 0. On vérifie que la suite (a,) est décroissante de
limite nulle et donc le critére spécial s’applique & la série alternée

> (=1)"a,t™. Sa somme est donc du signe de son premier terme ce qui
fournit (1 — x)s’(z) > 0. On en déduit

Vo €]-1;0],s () > 0.

(d) Apreés étude (un peu lourde) du signe de f”(z), on peut affirmer que f est
concave et croissante.
Pour z € [0;1], on a clairement s”(x) > 0. Pour = € |—1;0], considérons

+oo
(1 =) Zf =3 fnt e
puis
/ =
(1-2)((1—-2)s'(x)) = Z(f(n +1) = f(n))z".

n=0

Posons b, = f(n+1) — f(n) > 0.
On vérifie b, — 0 et b, 1 < b, car la concavité de f fournit

bn + bn+2
2

Le critére spécial de série alternée s’applique & nouveau, la somme est du
signe de son premier terme et cela fournit

(1—2)((1—2)s'(z)) >0

puis s”(x) > 0 car on sait s'(z) > 0.
Finalement s est convexe.

S bn+1-

Exercice 27 : [énoncé]
(a) Posons
1

a, = sin —.

N

Puisque a,4+1/a, — 1, on peut affirmer R = 1.

(b) La suite (a,) décroit vers 0 donc par le critére spécial des séries alternée, la

série entiére converge en r = —1.
Puisque a,, ~ 1/y/n, par équivalence de séries & termes positifs, la série
entiére diverge en x = 1.

(c) Par positivité des termes sommés, on a pour z € [0;1],

. Z sn L)

(i) o S
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3 (d) On a
( +oo 1 +o00o 1
(1—-2a)f(x) = Z sin()x" - Z sin()av"+1
II{ n=1 \/ﬁ n=1 \/ﬁ
21 |'| et par décalage d’indice
|
1 -7 = sin(e + 3 (sn( 1) —sim( ) o
i —x)J(x) =sn(l)x sin| — | —sm| —— x
11 |lI'l|l n—2 \/ﬁ n—1
/
/ Puisque
/ ) 1 . 1 0 1
sinf —= | —sin| — | = —
p y o vn vn—1 n3/2
1 05 ] 05 1 o . .
o X la série entiére en second membre est définie et continue en 1 par convergence
- normale de la série de fonctions associée. On en déduit
= 1 1
(1-2)f(x) — sin(1) 4+ ;(sm<\/ﬁ> - sm(\/ﬁ>) =0.
Il est aussi possible de procéder par les en ¢ exploitant
< ¢ pour n assez grand

FIGURE 1 — Allure de la fonction s

Puisque
N 1
~3 - %
n2:1 bm(ﬁ) Notoo 0

Pour tout M € R, il existe un rang N tel que

il 1
Zsin() >M+1
n=1 \/ﬁ

et pour z au voisinage de 1~

S sin( =)oz

n=1
puis
f@) =M
On peut donc affirmer que
f(z) —— 40
r—1—

1
Sin\/ﬁ‘

1

et
+oo
>t =
= 1—2x

Exercice 28 : [énoncé]
Les rayons de convergences des séries entiéres définissants c et s sont infinis et on

Vo € R, ¢(x) = cosz et s(r) =sinx

reconnait
Vr € R, c(x)? +s(z)? =1

de sorte qu’on a déja
Par opérations sur les séries entiéres, on sait qu’il existe une suite (a,) € CV telle

que
—+oo
Vz € C,c(2)? +5(2)* = Z anz"
n=0

+oo
Vx € R,Zanx" =1.

n=0
Diffusion autorisée & titre entiérement gratuit uniquement

et I'on peut donc écrire

- dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections

26

Par unicité des coefficients d’'un développable en série entiére
ag=1etVneN*aq,=0

donc
Vz € C,c(2)? +5(2)? = 1.

Exercice 29 : [énoncé]

(a) 3(f(2)+ f(=2)) = 3020 an(z" + (=1)"2") = 3120 azp 2.

(0) 3(f(2) + f(G2) + £(7%2) = 3 ZaZ0an (144" +577) 2" = 30,5 a5p=™.
Exercice 30 : [énoncé]

(a) a, = 0O(1) donc R > 1. La suite (a,) ne tend pas vers 0 donc R < 1 et ainsi
R=1.

(b) En réorganisant les termes sommés

nT—1 . T—1n—-1 . k 1 o an
_ +
E apx” = E E a4k TF E apz”
pT+ 1— JJT
k=0 k=0 p=0

et donc

+00 T-1
n 1 k
g apr' = 7 E apxr”.
11—z
n=0 k=0

Exercice 31 : [énoncé]

Puisque S,, - 400, on a R, < 1.

Comme a,, < S,,, on a aussi R, > R;.

Enfin S,,/S,+1 =1— ant1/Sn+1 — 1 permet par la régle de d’Alembert d’obtenir
R, =1.

On conclut R, = R, = 1.

Pour |z| < 1,

+oo 4o n —+oo —+oo 1 +oo

E Spx™ = E E agzFz"F = E apx”™ E " = T E anpx"

n=0 n=0 k=0 n=0 n=0 o
Exercice 32 : [énoncé]

S()()

n!

On aa, = = 0 compte tenu de I’hypothése. On peut conclure que S = 0.

Exercice 33 : [énoncé]

(a) Pour 0 < r < R, il y a absolument convergence de Y a,r". On a

+oo +oo
= E an/]f-nelne § ﬁr’ﬂe—l’H,Q .
n=0 n=0

Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on obtient

+oco n

=D aply e P

n=0 k=0

Puisque Z’anr”} et Z‘@rﬂ sont absolument convergentes, par produit de
Cauchy, on peut affirmer que Y > |ax] |an,k|r" converge. On en déduit
que la série des fonctions continues 6 — >"_ ap@n—ge! GF=0" est
normalement convergente et donc on peut permuter somme et intégration :

2 +oo 2r N
f(re'?) 240 = apan—pe k=m0 49,
|

0 n=0"0 k=0

Or fOZﬂ e?? d§ = 0 pour tout p € Z* donc, aprés simplification des termes nuls,

1 27 9 +oo
o | ’f(r 10)| do = Z|am|2rzm.
m=0

(b) Pour 0 < r < R suffisamment petit

+00 00
Z‘an‘thz — Z ‘anlr2n _
n=1 n=0

2m
o = 3= [ 1706 = |0 .

Par intégration, d’une fonction négative, on obtient +§|an|2r2” <0.O0ril
s’agit d’une somme de termes positifs, ils sont donc tous nuls et on en déduit

vn € N*, a,, = 0.

La fonction f est alors constante.

(c) Posons
N
= Z anz"
n=0
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Pour tout r > 0,

—+o0

2
S fanlr 2"—Z|a 2pom ZW = o [ 1806 = f e o,

n=N+1

Pour p > N + 1, on obtient

T ot — L [T — e
RN n r2p 27 Jo r2p ’
Or
27 i0 NP 2 N n)2 2N
|f(re’®) — fn(re)] (P(r)” + (Znzolanlr™)” _ O@*N)
0< /0 2 do < 2w o =
donc ) 0 -
R O o
2m r2p r—4oo
Pour p =N +1,
—+00 7‘2n —+o00
Z |an|2er _ |aN+1|2+ Z |an|27,2(n7N71)
n=N+1 n=N+2
avec
+oo 1 +oo
0< Z |an|2T2(n—N—1) < — Z |an|2m0_
n=N+2 n=N+2

On en déduit any1 = 0 puis, en reprenant la démarche avec p = N + 2, ...,
on obtient successivement ayio =0, ... et finalement f = fy € Cy[X]

Exercice 34 : [énoncé]
Notons Y a,z™ la série entiére dont la somme est égale & f sur B°.
La fonction f est continue sur un compact donc uniformément continue.
Pour tout & > 0, il existe 6 > 0 vérifiant
Vz,2' € B, |z = 2| <6 = |f(z) - f(¥)| <e.

Considérons alors r =1 —0 et g,: z — f(rz).

Pour tout z € B, |z — rz| = 6|z| < § donc |f(z) — g(2)| < e. Ainsi [|f — glloe,p <€
Puisque la série entiére > a,2" converge uniformément vers f sur tout compact
inclus dans B°, la série entiére Y a,7"z"™ converge uniformément vers g sur B. 1l
existe donc un polynoéme P vérifiant || P — glloc, 5 < € puis || f — P|co,5 < 2¢ ce qui
permet de conclure.

Exercice 35 : [énoncé]
(a) ap =Inn # 0 pour n > 2.
Ant1
o
De plus, la série entiére est grossiérement divergente en 1 et —1.
On en déduit 7 =]—1;1].

An41

(b) an ~ 5tz donc

vaut 1.
De plus, la série entiére est absolument convergente en 1 et -1.
La fonction g est donc définie sur l'intervalle [—1;1].

(c) Pour n > 2, a, =lnn—1In(n—1) — 1/n donc

1
apz” =1In(n)z™ —In(n — 1)a" — ﬁx”

En sommant pour n allant de 2 & +o0,

g(z) = (1 —2)f(x) + In(1 — ).

d) Puisque a,, ~ 515, la série 3 |a,| est convergente et donc la fonction g est
2n g

— 1 donc le rayon de convergence de la série entiére > In(n)z™ vaut 1.

— 1 le rayon de convergence de la série entiére > a,z™

définie et continue sur le segment [—1;1]. Par suite, la fonction g converge en

17 et puisque le terme In(1 — z) diverge quand  — 17, on obtient
In(1 — x)
1= 1l—z

(e) Puisque
g(z) —In(1 — z)

fla) = S
on obtient quand z — —17,
g(—1) — In(2
o) 9D =102
11 reste & calculer g(—1) ...
+°°( 1)n—1
- —1—1—2 )" (Inn —In(n — 1) +27
n
n=2

too n—1
-1
14+ § L =1n?2
n=2 n
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et en regroupant les termes pairs et impairs consécutifs

2N+1 24N(N')4

n=2

en vertu de la formule de Stirling.
Finalement

g(~1) = lng +1n(2).

On en déduit

flz) ——

1. =«
—In —.
z——1+ 2 2

Exercice 36 : [énoncé]
Commengons par noter que f est la somme d’une série entiére de rayon de
convergence R =1 et est donc définie sur |—1;1[. Pour = € [0;1], la fonction

2 2 .
t— zt =et "7 ogt décroissante et donc

n+1 5 2 n 2
,/ mtwgﬂlg/ 2t dt
n n—1

too too
/ xt dtgf(x)§1+/ o dt.
0 0

En sommant

Or
+OO 2 +OO 2
/ xt dt:/ e’ " d¢ avec Inz < 0.
0 0

Posons le changement de variable u = ¢

/*m 2 1 oo e
e n"‘”dtzi/ e " du.
0 VIlnz| Jo

Orlnz ~x —1 quand x — 1 donc

[In z|

) vT
X ~ —_——
r—1— 2\/ 1—2x

Exercice 37 : [énoncé]

N
Z (=1)"(Inn—In(n—1)) = pgl 2 ln(2p2€ 1)111(2N+1) =In @GN T DN

(a) On sait que les séries entiéres Y a,z™ et Y na,z™ ont le méme rayon de
convergence R (notamment car une série entiére et sa série dérivée ont le

gméme rayon de convergence). Puisque a,, = o(a, Inn) et a, Inn = o(na,) on

9peut affirmer par encadrement que la série entiére  (a,Inn)z™ a aussi pour
rayon de convergence R. De plus

In

n

1
Q”ZE ~aplnn

k=1

donc la série entiére y (an Y oreq ,i) ™ a encore pour rayon de convergence
R.
(b) Notons que Y Innz™ a pour rayon de convergence R = 1. On sait

n

1
Z% =Ilnn+vy+o0(1)
k=1

donc le terme générale

k=1

est borné par un certain M.
Par suite

“+ o0 400 n “+o00

1 Mzx 1
n n n __ —
Zln(n)x — ng <ZM$ =1 .= (135)
n=1 n=1k=1 n=1

quand x — 1.
Or par produit de Cauchy

+Ooilxn _ln(l—x)
P 11—z
n=1k=1
donc N
< In(1 —
Z In(n)z" ~ -— nl - )
z—1— 1—2
n=1

Exercice 38 : [énoncé]
R =1, il y adivergence en z = 1 et convergence par le CSSA en z = —1.
La fonction somme est définie sur [—1;1].
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Par application du critére spécial des séries alternées sur [—1;0],
+oo
1\ & 1
Z ln<1—|—>x Sln(l—l—)—)O
k n+1

k=n-+1
il y a donc convergence uniforme sur [—1;0] et donc continuité de la somme en —1
puis finalement sur [—1;1].
Pour étudier la fonction en 17, on peut exploiter I’encadrement

1 1 a1
§1n(1+):1n(n+1)—lnn:/ — < .
n+1 n n t n

On en déduit pour z € [0;1],

00,[—1;0]

+oo . +o0 I
>ty m(ie )<yt
n=1 n=1 n=1
Or N
oo xn
n=1
+oo s
t =—(-In(l—-2) - ~ —In(1-
e z::ln+1 ac( n( x) x)zar n( x)
Finalement
Zln<1+ ) ~ —In(1-2)
1 r—1—

Exercice 39 : [énoncé]

(a) f est la somme d’une série entiére de rayon de convergence R = 1.
Puisque In(1 4 1/n) ~ 1/n, la série n’est pas définie pour = 1. En revanche,
on vérifie aisément la convergence de la série en x = —1 en vertu du critére
spécial des séries alternées. Finalement f est définie sur [—1;1][.

(b) Calculons la somme partielle

Zm(u )

n=1

Par la formule de Stirling

HOE lng.

™

- n(52) ()

Exercice 40
Notons que lintégrale définissant a,, converge car |tht| < 1.

Par le changement de variable v = 1/2 C! bijectif, on ne modifie par la
nature de l'intégrale et on a

L(—1)E0/2)
L

x -1 E(u) x
/ 7( ) du S/ % —0

la nature de l'intégrale et sa valeur sont données par la limite de

/1n+1 Lf@du _ Z”:/kw (_i)k . Z":(_l)kln<1 . ]1€>

k=1 k=1

+oo -1 E(u)
dr = / ()7 du.
1

u

Puisque

On peut conclure
1/ _1\E(l/x)
1 2
/ == dxr =In—.
0 X

™

1 1 1
ln(1+> = — 4 ¢, avec 5n—0(2>.
n n n

On peut écrire

On a alors
+oo
=35 S e
n=1
D’une part
Z—:—ln l—z) —— 40

rx—1—

et d’autre part

On peut donc conclure

: [énoncé]
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(a)

Pour t > n,
thn _ tht < 1

e

En intégrant et en exploitant thn — 1, on obtient a,, ~ %

On en déduit que R =1. Pour x = —1, }_ a,a™ converge en vertu du critére
spécial des séries alternées car (a,) décroit vers 0.

Pour x =1, ) a,a™ diverge par 1’équivalent précédent. La fonction somme
est définie sur [—1;1].

Pour = € [—1;0], on peut appliquer le critére spécial des séries alternées a la
série Y a,z™ et affirmer

—+o0
E akxk

k=n+1

S an+1‘x|n+1 S Apn 41

ce qui assure la convergence uniforme de la série. Par suite la fonction somme
est continue en —1.

On a
1 1—thn
ap ——| <
n n
donc pour z € [0;1],
—+oo —+o0o —+o0
1 1—th
5 = 5 Lur| < 1ot
n=1 n=1 n n=1 n
Or
+oo
1 1—th
—z" =—In(l —z) > +oo et n2—— 1 ope= 5
n n
n=1

donc Y % est absolument convergente et la somme de la série entiere

> 71_;h":£” est définie et continue en 1. On en déduit

flx) ~

r—1—

—In(1l — z).

Exercice 41 : [énoncé]

(a)

Soit M € R tel que S(x) < M pour tout z € [0;1].
Soit V € N. Par sommation de termes positifs,

N
Zanx” < S(z) <M.
n=0

En passant a la limite quand x — 17, on obtient

N
Zan < M.
n=0

La séries a termes positifs > a, ayant ses sommes partielles bornées, elle
converge.

La fonction S est croissante sur [0;1[ et est bornée. On peut donc affirmer
qu’elle converge en 1~ et introduire

+oo
E apx™ |.
z—1 0

lim

De plus, cette valeur majore S sur [0;1], de sorte qu’en reprenant 1’étude
ci-dessus avec cette valeur pour M, on obtient

—+00 “+oo
Z a, < lim (Z ana:">.
r—1—
n=0 n=0
Inversement, pour tout = € [0;1[, on a
o0 +oo
S o <3
n=0 n=0
et donc & la limite quand z — 1~
+oo +oo
(So) <3
n=0 n=0

puis finalement 1’égalité demandée.

lim
x—1—

Exercice 42 : [énoncé]
(a) Soit M € R tel que S(x) < M pour tout = € [0;1].
Soit N € N. Par sommation de termes positifs,

N
Za”x" < S(x) < M.
n=0

En passant a la limite quand  — 17, on obtient

N
Zan <M.
n=0
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La séries & termes positifs > a, ayant ses sommes partielles bornées, elle
converge.

(b) La fonction S est croissante sur [0; 1] et est bornée. On peut donc affirmer
qu’elle converge en 1~ et introduire

lim S(x).

x—1—

De plus, cette valeur majore S sur [0;1[, de sorte qu’en reprenant I’étude
ci-dessus avec cette valeur pour M, on obtient

+oo
Zan§ lim S(x).
n=0

r—1—

Inversement, pour tout z € [0;1], on a
—+o00 “+ o0
S <3,
n=0 n=0
et donc & la limite quand z — 1~

lim S(x

z—1—

S

puis finalement 1’égalité demandée.

Exercice 43 : [énoncé]
La fonction f est évidemment définie en 1. Pour étudier sa continuité, introduisons

—+oo
E Q..
k=n-+1

On peut écrire pour z € [0;1[ et n € N

“+o0o n “+o0
- E ap = E ap(z® —1 g apz® —
k=0 k=0

k=n-+1
avec
+o0 +o0
k __ R o R k
apx” = (Ri-1 &)T
k=n-+1 k=n+1

Puisque |z| < 1 et R,, — 0, on peut écrire

+oo
Z apx® Z Ry 12" Z kak

k=n+1 k=n+1 k=n-+1
avec convergence des deux sommes introduites.
Par décalage d’indice, on obtient
—+oo
Z apz” Z Ryx* (r — 1)+ R,a™"
k=n+1 k=n+1
et ainsi
+oo n +o0
- Zak = Zak(a:k -+ (x—-1) Z Rpz® + R, (2" —1).
k=0 k=0 k=n+1
Soit € > 0.

Puisque R, — 0, pour n assez grand on a
Vk > n, |Rk| <e¢

donc

+o00
<(l-ux) Z exf <e.

k=n-+1

+o00
(x—1) Z Ryx®

k=n-+1

Pour un tel n fixé, on a quand x — 17,

Yot

donc pour z suffisamment proche de 1,

)= 0et Ry(z"™ —1) =0

1)| <eet |Ry(z"T —1)| <e

donc

< 3e.

+oo
’f(x) - Z ay
k=0

Exercice 44 : [énoncé]
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(a) Pour a, = (—1)", on a f(z) =1/(14 ), £ =1/2 et la série Y a, diverge. Finalement, pour N > max(ng,n1,n2)
(b) Pour N € N et z € [0;1], on peut écrire

N
N Z a, —¥| < 3e.
Zan—szN—i—BN—CN n=0
n=0 On peut donc affirmer que la série Y a,, converge et
avec
—+o0
N N +o0 Z ap, = 4.
AN:f(x)—E,BN:Zan—Zanx" et Oy = Z anpx™. "0
n=0 n=0 n=N+1
Pour € > 0, il existe un rang ng au-deld duquel Exercice 45 : [énoncd]
lan| < £ (a) On peut écrire a,, = b,&, avec &, — 0 et alors
n
+o0
t al tout N >
et alors pour tou > ng Flz) = Z -
400 c n=0
Oyl < — " . . .
[Cnl = N XN:H:C ~ N(1-2) Pour tout £ > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait |e,| < e. On
n—=
peut alors écrire
Posons alors
1 N-1 +o0
r=1-= |f(x)—2bn5nx" §5ana:"§€g(x)
et on a n=0 n=N
|ICn| <e. puis
N—
D’autre part 1 n
|f(z)] <eg(x) + | > buena™|.
N N 1N n=0
Byl = S el =) < (- 2) Y nan =+ 3 na Quand & -
n=0 n=0 n=0
N—-1 N-1
En vertu du théoréme de Cesaro g(z) = +oo et Z bz — Z bpe, R = Cte
1 N n=0 n=0
2 =0 d he de R
N onc pour x assez proche de
n=0
L N-1
et donc il existe n; € N tel que pour N > ny Z bnenRY| < eg(z)
|By| < e. =0
. _ . . puis
Enfin, puis f tend vers £ en 17, il existe ny € N tel que pour N > ng ’f(ac)‘ < 2eg(z).

Ay =|f1-1/N)—(| <e. Cela permet de conclure que f(z) = o(g(x)) quand x — R.
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(b)

Exercice 46

(a)

Si a,, ~ b, alors a,, = b,, + o(b,) donc f(z) =
de a).

g(x) + olg(x)) ~ g(x) en vertu

: [énoncé]

Notons a,, le coefficient générale de la série entiére étudiée a,, = 1 s’il existe
n tel que m = p, et a,, = 0 sinon. On observea,, = O(1) donc R > 1 et
a, /~0donc R <1 puis R=1.

Soit € > 0, il existe un rang N € N tel que pour n > N, n < ep,. On a alors :

N-—1 +o0o
0<(Q-2)f(z) <(1—2) Zacp" +(1—x) Z /e
n=0 n=N

Quand z — 17,

N-1
(1—1‘)pr"'—>0
n=0
et
(1- nfe < 1-2z
T Zx 1_331/5%5

donc pour z suffisamment proche de 1,
0<(1—-a)f(z) < 2.

Cela permet d’affirmer (1 — z)f(x) —— 0.

x—1—
Ici, il faut penser & une comparaison série-intégrale. . .
Pour = € ]0; 1], la fonction ¢ — zt* est décroissante. Par la démarche
classique, on obtient

+o0 p +o0 p
/ xt dtgf(x)§1+/ o' dt.
0 0

+OO q +OO q JFOO q4+9
/ xt dt:/ et ln“’dt:/ et 4t
0 0 0

avec a = v/—Inx donc
Rl I
/ xt dt:f/ e " du
0 a Jo

et on ne calculera pas cette derniére intégrale.

Exercice 47 :

(a)
(b)

Par I’encadrement qui précéde, on peut affirmer

+o0 o

sachant Inx ~x — 1

[énoncé]
R=1
fo(]))z T—2° fl( ) - I)z-

On obtient les expressions de fa,. .., f5 par
seq(normal (sum(n"k*x"n, n=1..infinity)), k=2..5);

On peut présumer un équivalent de la forme (172%

On peut obtenir les premiéres valeurs de C,, par

seq(eval (simplify(sum(n"k*x"n, n=1..infinity)*(1-x) "~ (k+1)),

x=1), k=0..5);

Cela laisse présumer C, = (—1)*Ttal.

Pour z € |-1;1], fi(z) = 325 nPta" ! donc 2 f(z) = fpi1(2).

En raisonnant par récurrence sur p € N, on définit la suite (Q),) de polynomes

de sorte que
— X)Q,(X) + (p + 1) XQp(X).

QO == X et Qp+1(X) == X(l
On observe Qpy1(1) = (p+ 1)Q,(1) de sorte que Q,(1) = pl.

On peut alors affirmer f,(z) ~ (1_;’%.
x—1—

A partir du développement connu de(1 + u)®, on obtient
bn _ (a+1)(a+2)...(a+n) )

n!

« a 3
In (0% % —aln n+1 —In bzi = O<7112) donc la série

bnt1

> ln % —In % est absolument convergente.
On en déduit que la suite de terme général In
vers une constante A(a) > 0.

On peut alors conclure en exploitant le résultat suivant :
ap, ~ by, avec ap, >0, R=1et > a, diverge entraine

—+oo +oo
nep OnT" et Onx™.

o .
27 converge puis que 7 L - tend

~

x
Pour établir ce résultat :
- d’une part, on montre que Zn 0 anx" —> +o00,

- d’autre part, on écrit

na| < SN la, —

de sorte que |a,, — b,| < ea,, pour n > N.

—+oo —+oo
0 GnZ" b

ne0 by + ¢ Zn o @nx™ en choisissant N
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On peut alors conclure que f (z) ~ (1:4»5%

Exercice 48 : [énoncé]

(a)
(b)

Par application de la régles de d’Alembert, les rayons de convergence de
séries entiéres définissant f et g sont égaux & 1.

g est assurément définie et continue sur |—1; 1] en tant que somme de série
entiére.
La série entiére définissant g converge aussi sur [—1; 0] par application du

critére spécial et
+oo
1\ 1
Z ln(l — k)aﬁ < —ln(l — n+1>'

k=n+1
Il y a donc convergence uniforme de la série de fonctions continues définissant
g sur [—1;0].
Ainsi g est définie et continue sur [—1;1[.
On peut aussi souligner que g n’est pas définie en 1 car

1 1
In{fl——)1" ~ ——.
n n—+oco n

Ve e [—-1;0]

Pour z € |—1;1],

+oo

(1-2)f(z)= Z(lnn —In(n —1))z" = —g(z).

n=2

La fonction f est continue sur |—1;1[ en tant que somme de série entiére de
rayon de convergence 1. On peut prolonger f par continuité en —1 via

9(x) _g(=1)
l—2 z—-1 2

fla) = -

et donc
=X/ 1
g(x)1n<1x>+1nzz2(w+o<7ﬂ)>x |

Le terme sommatoire définit une fonction continue sur [—1;1] (par
convergence normale) et donc

glz) ~ In(1-2)
puis ( )
In(l —x
f(x)zar C1-z

Exercice 49 : [énoncé]
Pour z € [0; R[, la série 3_ L f(™(0)z™ est une série & termes positifs. Par la
formule de Taylor reste intégrale

- f(k)(()) t( _t)n n
f(:v)zkzzo o x’“+/0 73371! FOED () dt

et puisque le reste intégrale est positif, on a

" f(k)
k=0

k!

Puisque ses sommes partielles sont majorées, la série & termes positifs
> %f(”)(O):z:" est convergente.

Pour z € |-R;0], on a

F™(0)

i

’f(’”(o) n

n!x

et la série > L f ()(0)z™ est absolument convergente donc convergente.

Exercice 50 : [énoncé]
Pour tout x € |—a;al,

n_ r(k) @ ()
f(ff)=zf k!(o)x’”r/o =" n!t) £ () de.

k=0

Posons

n!

() = / T e .
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Par le changement de variable ¢t = xu, on peut écrire
1
1—u)”
R (z) = 2™t / #f("ﬂ)(xu) du.
0 n.
Choisissons y tel que |z| < y < a. Puisque f("*1) est croissante, on a

Yu € [051], FT (zu) < FOD (yu)

et donc

1 n
Ro(o)] < Jaft [P 0 () du < o)y R ),

De plus R, (y) < f(y) car les termes de la somme partielle de Taylor en y sont
tous positifs et donc

|Rn ()| < [a/y|" " f(y) —— 0.

n—-+oo

Finalement f est aussi égale a la somme de sa série de Taylor en 0 sur |—a;al.

Exercice 51 : [énoncé]
Pour tout a et xz € R,

Pour x > a, la série numérique de terme general (a) (z — a)* est une série
majorée par f(z) et a termes positifs, elle est donc convergente ce qui assure

f®)(a

(z —a)* + /x 9" ;,t)n FOFD (1) de.

(n)
/ '(a) (r—a)" —0

n: nee

Pour x <0,
C@—0)" () /0 (t—a)" (—2)"*!
—f\" t)de| < = i) dr = L fntl) (g 0
| e < [T ISR e 0= S 0 0) —
en exploitant la remarque initiale avec 0 et —z pour a et x.
Pour x > 0,
x (:I,’*t)n (nt1) ’ n+1
) de| < ——— () - 0
| < s @)

en exploitant la remarque initiale avec x et 2x pour a et x.
Finalement f est égale a la somme de sa série de Taylor en 0 sur R.

Exercice 52 : [énoncé]
On a
1-2)1+z+2%)=1-2°

donc pour z € |—1;1],
V1—a3

2= Yo T 2 )2
J@) = = = (=) )

est développable en série entiére sur |—1; 1] par produit de fonctions qui le sont.

Exercice 53 : [énoncé]

Posons
1

1@ = —ae

La fonction f est définie et de classe C* sur |—oo; R[ avec R = argsh 1.
Soit « € |—R; R[. Puisque |shz| < 1, on peut écrire

Z sh” z

n=0

fla) = 1-— shx

Chacune des fonctions x — sh™ x est développable en série entiére sur R ce qui

permet d’écrire
“+ o0
hn _ k
T = E Qp T".
k=n

Puisque les coefficients du développement en série entiére de la fonction sh sont
tous positifs, on a aussi a, ; > 0 pour tout n, k. Pour « € |—R; R[, on peut donc

écrire
+oo /400
x)zg E anykxk .

n=0 \k=n
Puisque la série Zk>n}an7kxk| = Y15, nk|z|F converge et puisque la série

k[ _ n : F
Zn>0 b n‘an kT | = ano (sh\x|) converge aussi, on peut par le théoréme de
Fubini échanger les deux sommes ce qui donne

s =3 (e )

Ainsi la fonction f est développable en série entiére sur |—R; R|. Le rayon de
convergence de la série entiére ainsi introduite est alors au moins égale & R et en
fait exactement égal & R car f diverge vers +o00 en R~ et ne peut donc étre
prolongée par continuité en R.
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Exercice 54

(a)

: [énoncé]
Posons
2'ﬂ
s € Ry S50
n!

Les fonctions u,, sont de classe C*° et pour tout k € N
onk
k
Ju) (@) < =

Puisque le majorant est le terme général de la série exponentielle en 2%, il est
sommable et il y a donc convergence normale de la série de fonctions u%k).

On en déduit que la fonction f est définie et de classe C* sur R.

Par ’étude qui précede

f(k)

Z w0

Si k est impair, ul} )( ) s’exprime en fonction de sin(2"x) et donc ul 0)=0
puis f*)(0) = 0.
Si k est pair, on peut écrire k = 2p et alors

u®) (z) = (_1)1)22an
" n!
puis
+oo 2n,
92np 2
(2p) — _1)P — (—1)Pe2"
FERO) = 31T = (1.
La série de Taylor de f en 0 est alors
22p

Pour = # 0, posons
22P

UA@=04Vémg%#0
On a s
upr1(w)| 32y
w(@ |~ @+ DEpr2

Le rayon de convergence de la série de Taylor étudiée est donc nul.

Exercice 55

(a)

Exercice 56

: [énoncé]

Pour t € R\ N*,

an <1 2 1
n—t| =2\ (n—1t)2

donc ) ;= est absolument convergente. La fonction f est définie sur R\ N*.
Pour |t]| < 1,
+oo +oo +oo
ft) = Z t/n Z Z nm+1
n=1 =1m=0

lant

Puisque la série Y - niﬂl converge pour tout n > 1 et puisque

|an|
n — [t

=2

n>1m=0 n>1

converge, peut appliquer le théoréme de Fubini pour intervertir les deux

sommes.
+oo /400 a
f(t) = Z (Z nm7:-1>tm‘

m=0 \n=1

La fonction f apparait alors comme développable en série entiére sur |—1;1[.

Si f(t) =0 sur [-1/2;1/2] alors le développement en série entiére de f sur
]—1;1[ est nul et on en déduit que f est nulle sur |—1;1[.
Or

ft) =

avec t +— Z”o —m. définie et continue au voisinage de 1. On en déduit que
[ 0.

Oun peut alors reprendre I’étude du b) et, sachant a; = 0, on peut affirmer
que f est développable en série entiére sur |—2;2[. Or ce dernier
développement étant nul, on obtient comme ci-dessus as = 0 etc.

Au final, la suite (ap)nen+ est nulle.

: [énoncé]

a) |sin(a"x)| < |z||a"|, il y a donc convergence absolue de la série définissant

f(@).
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(b) fn: x> sin(a"z) est C* et Hf(k)H < |a|™ terme général d’une série
absolument convergente donc f est “de classe C et

1 1
nk
< .
EZM T laf ST ]

(c) Par la formule de Taylor-Laplace,

n ek T (g _ gy
sy =3 et s [P poen gy

k=0 0

17|

avec
n+1

Tz L, 1 x
/0 T +1()dt‘1—|a|(n—|—1)_>0'

Ainsi la série de Taylor de f converge sur R vers f et donc f est développable
en série entiere.

Exercice 57 :
On peut écrire

[énoncé]
In(1—2°%) =In(1 —z) +In(1 + 2 + %)

donc sur |—1;1],

+oo 1 +oo 1 +oo
1 2\ ~ .30 —an n
n(l+z+z°) T —&—E T E an®
n=1 n=1 n=1
avec
1 2
Ap = Sln#O[S] et azp — —— %_—%

Exercice 58 : [énoncé]
Par décomposition en éléments simples

1 _af/(a—0b)  b/(b—a)
(1—az)(1—bxr) 1—azx * 1—bx

—+00
ptt —q
= —=
‘ b—a
n—

n+1
n

avec R = min(1/a,1/b).
On a alors

n+1bn+1 +a2n+2)xn

2. n 2n—+2
C, T = TRAY) (b —2a
n=0 (b a) n=0

donc

ZC —a)? <1_b2bz

2ab n a? B 1+ abx
l—abr 1—a2z) (1—a2x)(1l—abx)(l—b2z)’

Exercice 59 : [énoncé]
Par décomposition en éléments simples

_lozeost 1 1 1
1—2zcost+22 2\ 1—(eltz)  1— (e~itz)

donc
+o00
1— zcost 1 : .
1—2zcost+22 2 Z(emt ez
n=0
puis
1 — zcost

—+oo
= Z cos(nt)z
n=0

1—2zcost + 22

Exercice 60 : [énoncé]
La fonction f est définie sur |—1;1] et

1+z
fay = 2D
V1—a?
Pour |z| < 1, on a
1
—=(14u)”
= (1)
avec u = —x2 € ]-1;1[ et « = —1/2 donc

2n

m Z 22n n'
puis

XK (2n)! 2n 2n+1
f(x):z%?(n(n)l)z(x g2y,
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Exercice 61 :

On a

[énoncé]

400 1 1 +oo
/ / / nu2nl,2n du
1 1+ (uz)? + (ux)?

Pour |z| < 1, il y a convergence normale sur [0; 1] donc

a
t2 +$2 u:_l/t

/+°° dt f (-1 ,, arctanz
= xT = .
1 2422 —om+1 x

Exercice 62 : [énoncé]

(a)

(a) Appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange & la fonction ¢ + ei* qui est de classe

c™tosur R.

La convergence de 'intégrale définissant F' provient de la convergence
supposée de f:f|f(t)| dt.
On a

(b)

F(m):/m - (itx)*

X k=0

/+Oon

k=0

e

compte tenu des hypothéses.
On peut alors affirmer

avec
n

([

k=0

1
(n+ 1!

" (itx)k
k!

>f(t) dt /_+Oo|t|"+1]f(t)]dt—> 0

k=0

—+o0

F(z)=Y

k=0

(.

avec convergence sur R de la série entiére considérée.

f(t) dt) z®

Exercice 63 : [énoncé]

38
On sait
1 = (2n)!
Vue]-1;1], =(1+u) V2= —1)" n
wel-Lill T = 4y nz:%( "
donc
/2 +oo
f@ = [ ualo)ds
0 n=0
avec (2 )|
n): n .:..2n
un(9) = WxQ Sln2 0.

Les fonctions u, sont continues par morceaux, la série de fonctions > u,
converge simplement sur [0;7/2] et sa somme est continue par morceaux. Les
fonctions u, sont aussi intégrables sur [0;7/2] et
2
— = |
(2nnl)?

w/2 /2
/ |, (0)] 0 :/ un(6) 6
0 0

car on sait calculer & ’aide d’une formule de récurrence obtenue par
intégration par parties les intégrales de Wallis

w/2
Iy, = / sin?" 0dh =
0

Par la formule de Stirling

i
2

2n —1 (2n)!

(2nn1)2 2°

]

IQn—Z =

/2 r2n
/O fun()| a0~ 2

Ce terme est sommable et ’on peut donc procéder & une intégration terme &
terme donnant la relation proposée.
On a obtenu

1
avec a, ~ —.
2n

+oo
= E a2
n=0

On peut écrire
1+e(n)
2n

et avec convergence des sommes introduites

B 11 e +Oos(n)x2”
—(1075 I’l( 7$)+ZT

n=1

avec e(n) ——— 0

a. =
n n——+o0o

2n

+oox
x>:a0+z 2
n=1
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Or Si z = —1, la fonction ¢t — 1/(z + e') n’est pas définie en 0 et
1 1 1 1
ap— =In(l—2*)=ap— =In(l+2z)— =In(l —2) ~ —=In(l—2x) 1 ~ 1
2 2 2 z—1— et —1t—o+ ¢
et pour conclure il nous suffit d’établir La fonction n’est donc pas intégrable et, puisque elle est positive, son
intégrale diverge.
f e(n)a® (In(1 - 2)) Si z < —1, la fonction ¢t — 1/(z + e') n’est pas définie en
—~ €M roi1- © ) to = In(—x) € ]0; +oc[. Par dérivabilité en ¢y, on obtient
1 1 1

Soit € > 0. Il existe un rang N tel que = ~
et +x et —eto toto (t —tp)eto

> < el .
¥n > N,le(n)] <e et encore une fois I'intégrale diverge.

et alors (b) Pour x =0 N .
o0 on| [N-1 on < gt <
Zs(n)m < Z g(n)x +Eln(1—x2). / . :/ otdt = 1.
— 2n — 2n 2 0 Tte 0

Pour x # 0, posons le changement de variable v = e® qui définit une bijection

Le premier terme de la so e réalisant la majoration est polynomiale donc
premier T mme 1 1San m J ratlon P yIl 11 11 de classe Cl

_ oo qt oo du
= e(n)z?" — = -
Z o(In(1 — 2?)) 0o Tte 1 u(ztu)
n=1

M a1
" - Par décomposition en éléments simples
et donc, pour z suffisamment proche de 1, /+oo dt /+oo 1/a 1/z .
= —— — ——du
Jio (™ <eln(l-2?) oo 1 Lo
—  2n |7 ' et finalement
n= /+°° dt  In(l+xz)
Ainsi o x+el x
+oo 2n
eln)z = o(In(1 —z?)) = o(In(1 — z?)). (¢) Pour z € ]-1;1[, on a
— 2n  z—1-
Fi = (_1)n—1 n
inalement In(1+x) = - z".
z) ~ —=In(l—uz). i

On en déduit

Exercice 64 : [énoncé]

(a) Siz > —1, la fonction t — 1/(x + e') est définie et continue par morceaux sur

[0;400[ et intégrable car .
Exercice 65 : [énoncé]

t2/(x +¢") —— 0. (a) S est définie sur R\ Z~.

t——+oo
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(b) Par convergence normale sur [1;4o0[, on peut intervertir limites et sommes
infinies pour justifier,

i, 5) ZO—O

et

500 = 3 -

n=0

de sorte que
1

S(x) ~ s
(c) Pour |z| < 1;

+oo 400

—*—ZHn—ZZ e

n=1m=0

+oo
m=0

Or Y |(~1)" e (1)

théoréme de Fubini, on peut permuter les sommes infinies et affirmer

1 RIS
7) - — = S (=nm <Z W)w.
m=0

n=1

converge. Par le

’ converge et Y

Exercice 66 : [énoncé]

(a) Posons u,(z) = sh(a™z). La fonction w,, est définie et continue sur R.
Pour a > 0, on a
sup |un(x)‘ = sh(aa™)
z€[—asal
avec

2™ —— 0.

n?sh(aa™) ~ n
n—-+o0o

La série de fonctions > u, converge donc normalement sur [—a ;a] pour tout
a>0.

Par convergence normale sur tout segment, la fonction S est définie et
continue sur R.

(b) Pour z € R

“+o0
= sh(a"z) = S(z) — sh(x).

Ainsi
Vo € R, S(x) — S(ax) = sh(x).

(c) Analyse : Supposons S développable en série entiére sur R avec

“+oo
x) = Z anx"”
n=0
L’égalité S(x) — S(ax) = sh(zx) fournit
—+o0 —+o00 1
Z an(l—a™)z" = Z — gt
|
o o (2n+1)!
par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, on obtient

1

Vn € N,agn41 = (1= a2rt1)(2n + 1)

et aon = 0.

Syntheése : Considérons la fonction définie par

+oo
x2n+1

@)= (1— a2ty (2n+ 1)1

n=0

Le rayon de convergence de la série entiére définissant T' est +oco et par les
calculs qui précédent

Vo € R, T(z) — T'(ax) = sh(x).

Il reste & montrer T" = S pour conclure. Soit z € R.
Pour tout n € N, on a

T(a"z) — T(a"2) = sh(a"x).

En sommant

T(x)—T(a"z) = z_:(T(aka:) T(a*z)) = z_: sh(a’z)
k=0 k=0

Sachant que T est continue en 0 avec T'(0) = 0, on obtient quand n — 400

n—1
T(x) = ”li)rJrrloo sh(akx) = S(x).

k=0
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Exercice 67 : [énoncé]
Pour |z| < |al,

—+o00
1 1 1 -1 .,
t—a al—z/a _Za"‘Hx '
n=0
Par dérivation a I'ordre p
(—1)rp! i’" (—D(n+p)n+p—1)...(n+1) ,
(Qj — a)P"rl - a""l‘P"rl T
n=0
Ainsi
—+oo _
1 _ Z (—1)P~t (n +p)!xn
(z—a)ptt antrtl  pln! )

On peut aussi obtenir ce développement a partir de celui de (1 + u)<.

Exercice 68 : [énoncé]

(a) Sachant 1 — o*z ﬁ 1, on peut affirmer que pour N assez grand
c—+00

ijzN,l—ozkx>0.

(b)

Considérons alors la suite définie par la portion de produit au-dela du rang N

( H (1- akac)> .
k=N n>N

ln( ﬁ (1- a’%)) = i In(1 — o*x)
k=N

k=N
avec In(1 — a¥z) = O(a¥). La série de terme général o* est absolument
convergente et donc, par comparaison, la série > In(1 — az) est aussi
absolument convergente. On en déduit la convergence de la suite

(i: In(1 — o/%))
k=N

n>N

puis, en composant avec la fonction exponentielle, la convergence de la suite

( H (1- akac)> .
k=N n>N

Enfin, en tenant compte de la portion initiale du produit définissant P, (x),

on obtient la convergence de la suite (P, (z))

Si f est solution de (E) alors
fx) =01 —ax)flar) = (1 — azx)(1 — o?2) f(a’z) = ...

Par récurrence, on obtient

n

fa) =[] (0 = o*2)f(a™ " a) = Po(a) f(a" ).
k=0
Quand n — oo, f(a™lz) — f(0) car f est continue et donc

—+oo

FO) [ @ = oFz) = £(0)P(x).

k=0

flz) =

Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R = +oo.
La somme de cette série entiére est solution de (E) si, et seulement si,

—+o0 +oo —+o0
E apz” = g apatx™ — E an_1a” ™,
n=0 n=0 n=1

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, ceci équivaut
a

anfl

a” —1

Inversement, considérons alors la série entiére »  a,z™ avec

n k-1
an =] ((;_J

k=1

vn>1,a, =

Ap—1.

de sorte que

an—l

Ap—
a™ —1

Ay = 1-

Cette série entiére est de rayon de convergence R = 400 car

an—l

= -0
a” —1

an

Ap—1

et I’étude qui préceéde assure que sa somme x —» Z:ioo apx™ est solution de
(E) prenant la valeur 1 en 0.
En vertu de la question précédente, on peut affirmer

Too /o k-1
YV 6R,Z<H o _1>$n =
k=1

n=0

P(x).
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Exercice 69

(a)

: [énoncé]

Puisque

<1+M

e

2k

Vinégalité |P,(2)| < Po(—|z]) est immédiate.
Par produit a facteurs strictement positifs, on a P,(—|z|) > 0 et on peut donc

introduire
In P, (—|2]) = Zl (1+|Z|>

|2] |2
In(1 ~ =
< Ton 2" ) n—+oo 2"

et ce terme est donc sommable. On peut alors écrire

InP,(—|z|) < M = Zl (1+|Z|>

puis

On a
|2 v 12
2n+1 S € 2n+1'

— P,(z) est donc

}Pn-&-l(z) - Pn(z)| < |Pn(z)|

Le majorant est sommable, la série télescopique Y Py41(2)
convergente et la suite (P,(z)) est de méme nature.

Pour |z| <1,0n a

M +o0
e 1
|Prt1(z) — Pu(2)]| gﬁavecM E 1n<1—|—2n>
n=0
et donc
oM
p [Pt (2) — Pu(2)] € oy

|z[<1

Ce terme est sommable, la série télescopique Y P,11(z) — P,(2) converge
donc normalement, et donc uniformément, sur le domaine défini par la
condition [2| < 1. On en déduit que la suite de fonctions (P (2)), . converge
uniformément sur ce méme domaine. Or chaque fonction P, est continue en 0
et donc sa limite simple f est continue en 0.

(d) La fonction f vérifie évidemment les conditions énoncées.
Inversement, si une fonction g vérifie les conditions proposées alors

9(z) = (1 = 2)g9(2/2) = (1 — 2)(1 — 2/2)g(z/4) =
Par récurrence
9(2) = Pu(2)g(2/2""1).
Par continuité de g en 0, un passage a la limite donne g(z) = f(2).
(e) Par analyse-synthése, la recherche d’une fonction somme de série entiére
> a,z™ solution conduit a

n

1
an=2"]] =

k=1

et un rayon de convergence infini.

Exercice 70 : [énoncé]
En dérivant et en décomposant en éléments simples

d 2z -5 1 1
— 1 2 _ = =
x(n(m 5x+6)) (x —2)(x—3) x72+x73
1 1 1 1
21—2/2 31—x/3

donc

K111
In(z? =52 4+6) =In6— > —(—+— )"
n(z” — 5z +6) =1In n§1n<2n+3n>x
avec un rayon de convergence R = 2.

On peut aussi trouver ce développement en série entiére en factorisant

In(z® — 5z 4+ 6) = In(2 — 2) + In(3 — z).

Exercice 71
Posons

: [énoncé]

v dt
f(x):/,oo1+t+t2'

On vérifie aisément la convergence de cette intégrale et la fonction f est définie et

dérivable sur R avec i

fi(w) = 1+x+ 22
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Pour |z| < 1,
1—= =
! _ — 3n __ n
fi(z) = 13- (1—x) Zx ;anx
avec
azn = 1,a3,41 = —1 et aznq2 = 0.
En intégrant,
+ o0
a
— O n n+1
fl@) = £( “;Hﬁ“

avec

0 dt
f(O):/_OO1+t+t2‘

Pour calculer cette intégrale, on écrit

/0 dt /0 dt 2 g 211 0
—_— = —_— = —= arctan .
o Lt (i 1) 43 3 V3 ] o

1
Aprés calculs

Exercice 72 : [énoncé]
(a) Pour x € R, on peut affirmer z sinfe' # 1 et par multiplication par la
quantité conjuguée
sin felf sin fel? (1 — 2 sin fe~1%)
|1 —  sin fei? |2

1 — zsinfel®

On en déduit

1 sin fe sin“

m — | = .
1 — z sin fel? 1 —2zsinfcos + x2sin” 0

(b) La fonction f est définie et de classe C* sur R et, aprés calculs

sin? 0

1—2zsinfcosh + x2sin% 0’

f'(z) =

Pour |zsinf| < 1, on a

—+o0 —+o0
= sin fe'? E (2 sin Be'?)™
n=0 n=0

sin fel?
1 — z sin feif?

= Z(Sin 0)"*161("“)0:3".

On en déduit
—+o0

fl@) =" (sinf)"* sin((n+1)6)a"

n=0

puis, par intégration de développement en série entiére,

. io (sin )™ sin(nd) o

n

f(@) = f(0)

n=1
avec

f(0)=— arctan(tﬁlne) = arctan(tan(f — 7/2)) =0 — 7/2

car 0 — /2 € |—n/2;7/2].

Exercice 73 : [énoncé]
La fonction f est dérivable et

1 1

/ = =
L Sy (s I B e

est une fraction rationnelle dont 0 n’est pas pole. La fonction f’ puis f sont
développables en série entiére et les rayons de convergence des séries entiéres
correspondantes sont égaux.

1 1/2i 1/2i —i 1
_ /2i _ /2i - _ Re i N —m .
24+2x+2 x+1—-1 z+141i r4+1-1 r4+1-—1i

+oo
1 1 1 -nH"
T = " = 7( .) a’jn
r+1-i 1-il+%5 nz, (1—q)ntt

avec un rayon de convergence R = v/2.
Comme 1 —i=+/2¢e""/4 on a

avec

1
+o0 cos (3n+ )

1 n
212 +2 Z 2<n+1)/2 v

puis
+00 (3n+1)w
cos ~— ==

n+1

avec R = /2.
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Exercice 74 : [énoncé]
Pour || < 1, 0n a

d arcta rsin o sin o
— | arctan = .
dx 1—zcosa 1—2xcosa + 22

Par décomposition en éléments simples

SIn - 1 1 1
1—2rcosa+az2 2i\e-ia _g ea_g)°

On reconnait une écriture en (Z — Z) /2i, c’est donc une partie imaginaire

sin a 1 el
=Im{— | =Im| —— ).
1—2xcosa + 22 e~ia _ g 1 — zelo

Par sommation géométrique

io

e § :el(n+1)o¢ n
1 — zele
=0

et donc
d rsina = = 1
@ <arctan <1—;‘(;COSO4>) = ngosm((n + 1)0[)I’n = ; sin(na)xn

Par intégration de série entiére, on obtient alors la relation proposée.

Exercice 75 : [énoncé]

(a) On a

<n+p>_n(n—l)...(n—p+1) lnp
p p! p!
donc le rayon de convergence de f vaut 1.

(b) Sur |—1;1] f est de classe C* et

+oo n+p
"(x) = na™ L.
#@) z( )
Donc

1)@=+ (" e

n=0

44
avec )
an_(n+1)<n+p+ >n<n+p>
p p

qui donne

n -+ n -+ n -+

an(n+p+1)< p)n( p)(p+1)< p).

p p p

Par suite

(I-2)f'(z) = (p+ 1) f(2)
Les solutions de 1’équation différentielle linéaire d’ordre 1
(1-2)y' =(p+1y

sur |—1;1[ sont
(z) = _ ¢
Y= e
avec C' € R.
Sachant f(0) = 1, on obtient

1
f(l"):m-

Exercice 76 : [énoncé]

(a) On a

+oo
sin(tz) _Z (—1)* f2kt1 2k 1
N < (2k +1)! '

A Tl'aide d’intégration par parties

—+
/ Oot2k+1e7t2 _ Ii'
0 2

/Jroo (71)19 t2k+1$2k+1
o | 2k+1)!

qui est terme général d’une série convergente.
On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme de Fubini et

affirmer
—+o0
/ e_t sm tm
0

dt < 4k' | |2k:+1
2(2k +1)!

2k+1

M+

P 2k + 1

pour tout z € R.
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(b) La fonction ¢ et sin(tx) est continue et intégrable sur R, et et
—x 1
(@) = s——5an @) + —=f'(2).
di(e_t2 sin(tm))‘ <te t 2(1 4 22)3/2 2¢/1 + 22
x
La fonction f est donc solution de ’équation différentielle
2
avec t — te”!" intégrable sur R, . )
La fonction - (1+ )" (&) + 2/ () = () = 0
frx »—>/ e ! sin(tx) dt
0 avec les conditions initiales y(0) = 1 et y'(0) = 1/2.
est de classe C! et . Analyse :
f(z) = / te—t’ cos(tz) dt. Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 dont la somme S est
0 solution de ’équation différentielle précédente. Pour tout € |[—R; R, on a

A T’aide d’une intégration par parties

f/(x) = % - %Z‘f(.l?) Z anx S/ Znan

et ainsi f est solution sur R de I’équation différentielle et
, . +oo —+oo
2y +ay =1 S"(z) = Z n(n —1)a,z"? = Z(n +2)(n+ 1)an 22",
n=2 n=0

De plus f vérifie la condition initiale f(0) = 0.
Si une somme de série entiére est solution de ’équation différentielle La relation (1 + z2)S"(x) + x5’ (x) — S(z)/4 = 0 donne
2y’ + xy = 1 et vérifiant y(0) = 0, c’est, aprés calculs, la fonction

+oo
gz Z 2k+1 Z((n + 2)(” + 1)(1n+2 + (n2 — 1/4)an)x" =0.
2]{3 + 1 n=0
de rayon de convergence R = +oc. Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, on obtient la

Puisque f et g sont solutions sur R & ’équation différentielle linéaire relation

2y’ + xy = 1 vérifiant la condition initiale y(0) = 0 et puisque le théoréme de VneN, apo=—
Cauchy assure l'unicité d’une solution & un tel probléme, on peut identifier f

1(2n+1)(2n—1)
L mtr2)nr1) ™
(

et g. En adjoignant les conditions initiales S(0) =1 et S’(0) = 1/2, on parvient a
Finalement

=3 U e B VN C e ) PR o D C B

> a1 P g (@ (- 1) T T 9 @ i 1)

pour tout x € R. Synthése :

Considérons la série entiére déterminée au terme de I'analyse. Celle-ci se
comprend comme la somme de deux séries entiéres Y as,z? et Y agy12?PT!

Exercice 77 : [énoncé
[ | chacune de rayon de convergence 1 car

La fonction f est de classe C* sur un voisinage de 0 avec

oy 1 - ant2|  (2n+1)(2n —1)
F@) =gl @ P T T M
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Cette série entiére est donc de rayon de convergence R > 1 et, compte tenu des
calculs de I'analyse, sa somme est solution de 1’équation différentielle

1
(1 +2%)y" (2) +ay'(z) - 2Y(@) =0
Elle vérifie de plus les conditions initiales y(0) = 1 et 3/(0) = 1/2. Puisque la
fonction f est aussi solution de ce probléme de Cauchy et que ce dernier posséde
une solution unique, on peut identifier f et la somme de la série entiére.

Exercice 78 : [énoncé]

(a) La fonction f est définie sur |—1;1][.

(b) On vérifie (1 —22)f'(x) — zf(x) = 1 et f(0) = 0.

(c) =+ ﬁ est développable en série entiére sur |—1;1[ et par suite la

. . . - . ) .
primitive x — arcsin z ’est aussi.

Par produit de fonctions développable en série entiére sur |—1;1[, f lest
aussi.
Puisque f est impaire, le développement en série entiére de f est de la forme

+oo
flz) = Z anz? L,
n=0

On a f'(r) = 372020 + 1)a,x?" puis
+oo +oo +oo
1=z f'(z) —af(z) = Z(Qn + a2 — Z(Qn +1)anx?" 2 — Z anx?"t?
n=0 n=0 n=0
donc
+oo
(1 —2?) f'(x) — 2f(x) = ap + Z((Qn +3)ani1 — (2n + 2)a,)z* T = 1.
n=0

Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiére

2n + 2

apg = letVn e N,an_H = mﬂ;n

d’ou
w = 22n(n|)2
" @n+ D)

Puisque pour z # 0

2n+3 4(TL+ 1)21.2 9
= -z
(2n+3)(2n + 2)

Ap+4+1T
anx2n+1

on obtient R = 1.

Exercice 79 : [énoncé]

f admet un développement en série entiére en 0 par produit fonctions
développables en série entiére.

De plus son rayon de convergence vérifie R > 1.

On peut donc écrire

+oo
flz) = Z apx™ sur |—1;1]
n=0
f est dérivable et f est solution de ’équation différentielle

(2 = 1)y +xy—1=0.

Or
+oo
(2% = 1) f'(x) +xf(x) —1=—(a; + 1) + Z(nan_l — (n+ L)ans1)z".
n=1
Par identification
n
a1 =—-letVn>1ap41 = oy 1an_1.
De plus ap = f(0) = 7/2 donc
2p—1 1 2p)! 2 2 2Pp!)2
B OO VO 1 I SO YR WO ")
2p 2 (2rp!)2 2 2p+1 3 (2p+1)!

Exercice 80 : [énoncé]
Posons f: x — sh(arcsin x)
f vérifie ’équation différentielle

(1-2*)y" —ay —y=0

avec les conditions initiales y(0) = 0 et y'(0) = 1.
Analyse :
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Soit > ana™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme S. et ’équation différentielle donne
g
La fonction S vérifie sur |—R; R[ ’équation différentielle proposée et les
conditions initiales imposées si, et seulement si, Vn e N, (2n + 1)a, = an—1 et ag = 1.
2 .
n‘+1 On en déduit
ap=0,a1 =1letVneN,ap4o = —————an. oMyl
2y "= Gt )
Ceci donne . )
_ _ 1lg=1 ((219 -7+ 1)
azp = 0et a2p+1 = 9 Y . .
(2p+1)! Exercice 82 : [énoncé]
Sy.nthése : . o . . o (a) Posons u(z,t) = e t/(x +t) définie sur |—1; +oo[ x [1;+00].
Soit > a,x™ la série entiére déterminée par les coefficients précédemment Pour chaque = > —1, ¢ u(z, t) est continue par morceaux sur [1; +oo] et
proposés. ’ ’ ’

_— t2u(x,t) — 0.
Pour z # 0 et up = agpr12°P!; on a t—+oo
La fonction f est donc bien définie sur |—1;+o0].

Upt+1 2? Pour chaque t > 1,  — u(x,t) est dérivable et
_>
U

b ou (2.1) et

. . . . —(z,t) = ———.
donc le rayon de convergence de la série entiére étudiée vaut 1. Par les calculs qui ox "’ (x 4 t)2
précédent on peut alors affirmer que sa somme S est solution de I’équation
différentielle La fonction g—g est continue par morceaux en t, continue en x et pour tout

(1—-a?)y" —ay —y=0 a>—1

vérifiant les conditions initiales y(0) = 0 et 3/(0) = 1. Par unicité des solutions & ou et
un tel probléme différentiel, on peut conclure que f est la somme des la série V(z,t) € [a;+o0] x [1;+00], %(Ivt) < (a +1)2 = @a(t)

entiére introduite sur |—1;1].
avec ¢q: [1; 400 = R4 continue par morceaux et intégrable par des
arguments analogues aux précédents.

Exercice 81 : [énoncé] On en déduit que f est de classe C' et
(a) La fonction f est impaire car produit d’une fonction paire par la primitive +oo ot
s’annulant en 0 d’une fonction paire. f(x) = —/ ot dt.
1
(b) f est solution de I’équation différentielle
Par intégration par parties, on obtient
Yy =ay+ 1.
! eil
(¢c) La fonction ¢ — e~**/2 est développable en série entiére sur R, ces primitives fi@) = flz) = 41
le sont donc aussi et, par produit de fonctions développable en série entiére,
on peut affirmer que f est développable en série entiére sur R. Par imparité, (b) Analyse : Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0
on peut écrire ce développement solution de ’équation différentielle précédente. Pour tout z € |[—R; R[, on a

—+o0 —+oo

+oo
f(x) _ Zanx2n+1 Z((n + 1)an+1 o an)xn _ Z(il)nJrleflxn‘
n=0

n=0 n=0
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Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiére, on a
Vn €N, (n+ Dapy1 = ap + (=1)" e,

Aprés résolution de la relation de récurrence

Qo —
VneNan:—! Z
k=

Synthése : Soit > a,z™ la série entiére déterminée par les coefficients
précédents. On a

(n 1- k)kl

n—1

_ n—1)! _
lan| < |ao| + e 1,€Z_0(n!):|a0+e !

La suite (a,,) est bornée donc le rayon de convergence R de la série entiére est
au moins égal & 1 et, par les calculs qui précédent, on peut affirmer que la
somme S de la série entiére est solution de I’équation différentielle sur |—1;1].
En ajoutant la condition initiale ag = f(0), on peut affirmer que f(x) = S(z)
sur |]—1;1[ par unicité d’une solution & un probléme de Cauchy pour une
équation différentielle linéaire d’ordre 1.

Exercice 83

On a

: [énoncé]

f(l‘) — %(em + efm) (eiac + efiz) _ i(e(lJri)z + e(lfi)m + e(fl+i)m _|_e(7lfi)z)

donc pour tout x € R

too a\n i) _ i)™ —1—i)
f(x):Z(1+1) +(1-1) +4£l|1+) +(-1-1) .
n=0 ’

On al+i=+2e"/* etc, donc

A4+0)"+ 1 =0)"+ (=14+0)"+ (=1 —1)" = 2v/2" (cos % + cos W)

4
= 4\/§n COS(TZT) cos<n27r).
Finalement N .
%97 cos() ,, <X (—1)12%
xTr) = —_—X P f— 71-4‘1
1@ =2 ) 2 i)

p=0

Retrouvons ce résultat, en exploitant I'équation différentielle y*) + 4y = 0.
La fonction f est développable en série entiére sur R par produit de telles
fonctions. De plus, la fonction f est paire donc le développement en série entiére

de f est de la forme
+oo
=3 e
n=0

Par I'équation différentielle y*) + 4y = 0, on obtient
(n+4)(n+3)(n+2)(n+ aptq + 4a, = 0.
Puisque ag = 1, a; = ag = 0 (par imparité) et as = 0 (par calculs), on obtient

(~1)74

Q4q = g et aqqy1 = Aaq42 = A4q43 =0

ce qui conduit au développement précédent.

Exercice 84 : [énoncé]

(a) (z,t) > tFsin(zt) est continue sur R x [0; 1] donc, par intégration sur un
segment, f est continue.

(b) (z,t) — %(tk sin(xt)) est continue sur R x [0;1] donc par intégration sur un
segment, f est de classe C! avec

1
fl(x) = / xt* cos(zt) dt.
0
On en déduit
1
’ d k. .
xf'(x)+ (k+ 1) f(x) = a(t sin(zt)) dt = sina.
0
(c) Par analyse synthése, on obtient une seule fonction solution :

-~ (-1~
B 2n+2
anz:% @n+ )20+ 2+ k)

de rayon de convergence +oo.

Exercice 85 : [énoncé]
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(a) Soit v la somme d’une série entiére Y a,z™ de rayon de convergence R > 0.
La fonction v est de classe C*™ sur |-R; R[ et

“+o0

Z(n + Da,t".

n=0

t'(t) +v(t) =

Parallélement, sur R

3t% cos(t?/2) = +§ ﬂ3t3n+2
(2n)! :

n=0

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, v est solution
de (F) sur |—R; R] si, et seulement si,

()" 1

@n)! n+1

a3n = a3n+1 = 0 et azpyo =

Ainsi la fonction v est déterminée de maniére unique et de plus celle-ci existe
puisque le rayon de convergence de la série entiére définie par les a,, ci-dessus
est R = 4o0.

(b) (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 définie sur |0 ; +oo.
La solution générale homogene est y(t) = \/t.
Par la méthode de la variation de la constante, on peut proposer la solution
particuliére
2 cos(t3/2) 4 2t3/2 sin(t3/?)
y(t) = ;

et finalement la solution générale

2cos(t3/2) + 2t3/2sin(t3/2) A

Parmi les solutions, la seule pouvant étre prolongée par continuité en 0 , et
donc correspondre & v, est celle obtenue pour A = —2.

Exercice 86 : [énoncé]

(a) Notons D lintervalle de convergence de cette série entiére.
Le rayon de convergence étant 1 on en déduit : |-1;1[ C D C [-1;1].

De plus ‘Yf(nl—):)‘ ~ % donc f(1) et f(— [—1;1].

1) existe. Ainsi D =

(b) Sur |—1;1[, f est de classe C* et
too n too n 1
iy = 5 ED” e o
f(@) —n§:2 S —nZI 2" =In(1 + ).
Donc

/1n(1+m)dx: (1+2)In(l+z)—z+C.
Puisque £(0) = 0, on conclut
(@) = (1+2)In(l +2) — @
sur ]-1;1].

1 1

G PP S
“nn—1) n?

x
n(n —1)
donc la série de fonctions définissant f converge normalement sur [—1;1] et
par suite f est continue.

Vo e [-1;1],

f(1) = xl_igl_ f(z)= lim (14+2)In(l4+2)—-2z)=2In2-1

r—1—
et
-1)= 1 = 1 1 In(1 — =1.
F-1)= lim_fe) = lm (14 ) (14 1) )
Exercice 87 : [énoncé]
Pour x # 0,
n "t p—1
—0
(n+ 1! zn / n! ‘

donc R = +o0.
Pour x € R,

+oo n—1 +o0 " +oo on

> o :Z(n_l)v _Zﬁ:(x_l)e

n=0 n=1 n=0
Exercice 88 : [énoncé]

Clairement R = +oo0.

n+1)(n—-2) , n?—n-—2
S O e S

n>0 : n>0

Z n—l an
n>0
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donc

n+1)(n—2 " x" 2 z
ZWJE”—ZM_ZZM_@ —2)e”.

n>0 ’ n>2 : n>0

Exercice 89 : [énoncé]

Pour = # 0,
-1 n+2 1 2n+3
(=1) (n+1)w N |$2‘
(71)n+1n x2n+1
donc R = 1.
Pour z € |-1;1]
—+oo
f(z) = => (-
n=0
donc
T =
/ — 71 n n
of () =~y = L (e
puis

= z? z?
-1 n+1 2n+1 — — )
> (1) ine T\ At a2 (1+a2)?

n=0

Exercice 90 : [énoncé]
p2ntl

Pour x # 0, posons u, = % —5. “»2 — 7% donc R = 1.

La fonction somme S est impaire, on se limite alors & x > 0.

3/2 e
xS (x =
VaS( ) Z 3n+ 2
n=0

or

+oo 3n+2 x +0oo t

> / > / ST

n—O
donc S(z) = — /3 fo - td dt et il ne reste plus qu’a décomposer en éléments

sunples etc

1 243 4+ 223 11

S(x) = 62473 In 2473 _ 9,2/3 1 |

1 < . <2x2/3+1) 7r>
— arctan| ————— — — .
z4/3/3 V3 6

Exercice 91 : [énoncé]
Pour z # 0, posons

2n
T
= 0
" 41 7
Puisque

u

L s faf?
Up

on obtient R = 1.
Sachant

—_— = €T =
dz — 2n + 1 o 1

on obtient par intégration de développement en série entiére

-2 2 '1-2

*°°x2n+1_/1‘ dt 1, 14z
:02n+1_ 0

puis, pour x # 0,

= n .
:O2n+1 20 1—x

io 2 1, 1+a

Pour z = 0, la somme vaut 1.

Exercice 92 : [énoncé]
Par la régle de d’Alembert, on obtient R = 1.

Posons
+oo
(1"
S(x) = —
(@) T;) o + 1
On a

xS(2%) = arctan x.

On en déduit
arctan /T
VT

400 n
() -S -
dz \ 7= 2n+1 1—1:2

S(x) =

pour x > 0.

Sachant
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on obtient par intégration de développement en série entiére

+oo

x2ntl /I dt 1. 1+=2
= ——— =—-In .
— 2n+1 o 1=t 2 1-z
On en déduit N
oo Ion+1
oy T 71 1+
p8(=27) = o+l 2 1—a
donc
1 1++v—
S(xz) = In TVoz siz <O0.

2/ —x
Enfin, pour 2 =0, S(0) =

Exercice 93 : [énoncé]
Clairement R = 1.
Posons

-z

+oo 72n
x) = Z 4n2 —1°
n=0

Par décomposition en éléments simples

11 1
4n2 —1 2\ 2n—1

d +oo p2ntl +oo
dx<nz;)2n+1> :T;x

Sachant

1

2n

2n+1>'

on obtient par intégration de développement en série entiére

R g?nt! /w dt
- 1_42
—o 2n + 1 0 1 t
On en déduit
+oo 2n +oo 2n
1 T 1 T
S(x) = = -
() 2;271—1 Q;Qn—i-l

Exercice 94 : [énoncé]

1
-1

2

1

2

1+

T

n
1—

X

- .

2

4z

-1
1

1+

1—z

(a)
(b)

(c)

Par convergence dominée par la fonction ¢: ¢t — 1, on obtient a,, — 0.

On a

71'/4 1
Ay + Qpyo = tant) (tant)™ dt = )
= [ () (et dr = g
Par monotonie a,, + an+2 < 2a, < ay + ap—2. On en déduit a,, ~ ﬁ puis
Un (T) ~ 5577

Le rayon de convergence de la série entiére Y a,2™ est donc égale a 1.
Pour z =1, Y u,(z) converge si, et seulement si,a > 0.
Pour x = =1, > u,(x ) diverge grossiérement si o < —1.

Poura> 1 23, ak—a—kzk 1( Dk (ar + ag+2) +0(1)

Or Z e (n +1) converge par application de critére spécial des séries alternées
(car n — m décroit vers 0 pour n assez grand) donc ) u,(z) converge.
(d) Puisque ayn + apni2 = 57, on a
= n n In(1 —x)
Z Ap422" + apxr” = —
n=0 z
On en déduit
f(z)— % — o2 In(1 — z)
f((E) + JUQ - T
puis
—zln(l —z)+ T 4212
f(.]?) - 2
¢ +1
Exercice 95 : [énoncé]
(a) On a
1 n—1 1n—1
lan| = —/ tH —t) dt<— det<f
0 k=1
donc R > 1.
1! o 1
nl > = t(l1—1t) x k—1)dt >
|a‘_n!/0 ( ) inIQ( ) 4dn(n — 1)

donc R < 1. Finalement R = 1.
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(b) Soit x € ]—1;1]. Exercice 97 : [énoncé]
Posons
+o0 +oo .1 4 n-—1 — =D n
1 Up(T) =N x".
J;):Zana:":Z/ — [ (¢ =k at (@)
n=0 n=0"0 ™ il Pour z € [0;1], on a u,(x) — 0 et pour = £1, (u,(x)) ne tend pas vers 0.
] ] ) ) Le rayon de convergence de cette série entiére vaut donc R = 1 et l'intervalle de
or par convergence uniforme de la suite de fonctions de la variable ¢ sur [0;1] convergence est |—1; 1].
(convergence uniforme obtenue par convergence normale grace & |z| < 1) on Pour z € |-1; 1], on peut décomposer la somme en deux

peut permuter somme et intégrale.

+oo +oo
_ 1
1 +oo n—1 ¢t qt=1 2p 2p+1
1 E up () = E (2p) + E
/ ) n'H (t — k)" dt = /(1+x)tdt: [M} = ot p)e 1"
n=0

-- =0 C In(l1+z)°
D’une part
+oo 1
2p+1 _
Exercice 96 : [énoncé] Z 2 + 17 ! argth(z)
p=0
o 1 An+1 +1 1 _
(a) POSOHS Ap = m # 0. : = 27;7,4»3 — bR R = 2. ot d’autre part
(b) On sait que +00 9
” Sopetn (1) 2
- ontl _ . dz \ 1 — 22 (1—a2)2
sin (t)dt = =0
0 I1x3x---x(2n+1) P
donc
+oo +oo
Z an Z/ o 51n2"+1(t) dt. Exercice 98 : [énoncé]
0 Les séries entiéres définissant Sy, S1 et So sont de rayons de convergence R = +oc.

. Pour z € C, on a
Par convergence uniforme,

+oo
+oo /2 _n T/2+% n /2 ) z
Z/ r sin®T1(¢) dt = / Z r sin?T1(¢) dt = / _ 2sint bm.tQ dt. So(x) + S1(x) + S2(z) = Z ol exp(x).
2n 0 =0 2n 0 2 —xsint n—=0
Ainsi On a aussi
+o0 /2 : 1 = (]x)n
St = / sin gt — / _dw So(x) + jSi(x) + 5> Sa(w) = ) = exp(j)
anx” = t= n!
(2—2)+zcos?t 0o 2—2)+au? n=0
. et
puis 400 (%)
sie>0alors So(w) +2S1(2) + jSa(w) = Y == = exp(j%).
Z " arctan ) n=0
n=0 z(2 — ) -z En sommant ces trois relations, on obtient
Si z < 0 alors 1 . ,
too — So(z) = g(exp(x) + exp(jz) + exp(J x))
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Exercice 99 : [énoncé]

a ar pr ul auc. y € series abso ument C()nvergen‘es, pOur
r| < min CnT est absolument convergente e
R7 R 5 n t b 1 t \Y% g t t

+oo “+oo “+oo
Z cpr’t = (Z anx”> (Z bnx").
n=0 n=0 n=0

Ainsi le rayon de convergence R” de Y ¢c,a™ vérifie R” > min(R, R').
En revanche, on ne peut facilement rien dire de plus de facon générale. Par
exemple 1 — z et ﬁ se développent en série entiére de rayons de convergence
400 et 1 et leur produit de Cauchy est de rayon de convergence +oco ...

(b) Puisque 14 3 +---+ 1 ~Inn, on obtient facilement R = 1.
Si I'on pose ap = % pour k > 1 et by = 1 pour k& > 0 alors

Par suite, pour |z| < 1,

= 1 1\ , X" X In(1-2)
Z(”ﬁ“'*n)f SR I e

n=1

Exercice 100 : [énoncé]
Par la régle de d’Alembert, R = 1/e.

Sur [—1/e;1/e],
X shn w1 =X (ex)™ =X (/o)
ngn(n—kl)x _2<n¥1n(n+1)_n¥1n(n+l) '
Or sur |-1;1],
+oo yn +Ooyn +oo yn 1
DB il Dl = —In(l —y) + ~(In(1 —y) +y).
n(n+1) n n+1 Yy
n=1 = n=1

Cette identité pouvant étre prolongée en —1 et en 1 par continuité.
Cela permet alors d’expliciter la somme cherchée.

Exercice 101 : [énoncé]
Par intégration par parties successives

_ ! n n _ (n')2
an—/o t"(1 —t) dt_m.

: An41 1 _
Puisque | zona R=4.

Pour |z| < 4, par convergence normale

1 1
dt dt
o 1—t(l—1t)x 0 xt?—axt+1

Size]0;4],

Size]-2;0],

Siz=0, f(z) =1.

Exercice 102 : [énoncé]

(a) Par convergence dominée par la fonction ¢: ¢ — 1, on obtient a, — 0.
(b) On a

1
n+1

/4
ap + Apto = / (tant)' (tant)™ dt =
0

(c) Par monotonie a,, + apt2 < 2a, < a, + ap—2. On en déduit

1
Ay ~ o

Le rayon de convergence de la série entiére Y a,2™ est donc égale a 1.
Pour z =1, Y a, diverge en vertu de I’équivalent précédent et par
comparaison de séries & termes positifs.
Pour x = —1, Y (—1)"a, en vertu du critére spécial des séries alternées, la
suite (a,) étant notamment décroissante.
Ainsi la fonction f est définie sur [—1;1].
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(d) Puisque a, + ant2 = %Ha on a
+oo
PN
n=0
pour z € [-1;1[. Or
+oo 1
Z(an+2$n+1 +ane™™) = ~(f(x) — ap — a1z) +xf(z)

X
n=0

donc

flx) = 33214_1(1 + hl;x —zlIn(1 —;v))

pour x # 0 et aussi pour z = 0 par continuité.
On peut aussi procéder & une permutation somme intégrale pour parvenir a

w/4 d+
/0 1—ztant’

Exercice 103 : [énoncé]

(a) Comme la suite (ay,) est bornée, on peut écrire a,z™ = O(z™). Or la série
> a™ converge absolument pour |z| < 1 et donc, par comparaison, la série
> anx™ est absolument convergente.

Puisque cos(nf) = Re(e?), on peut écrire

f anz” = Re (io (a;ei‘?)”) :

n=0 n=0

Par sommation géométrique (possible puisque |xeie| <1)

+00 1
Zanx” = Re(1 —me19> =3
n=0

(b) La convergence de la série étudiée n’est pas immédiate. Exprimons ses
sommes partielles

1 —xcosf
—2xcosf+1°

al cos(nd) 1
Z = / Z cos(nd)z"™ dz.
n=0 n+1 0 n=0

Par le calcul au dessus, on peut écrire

N 1 +o0
Z 0 1-— 0 Z

cos(nl) _ / — xcos(9 : da 7/ cos(nf)z" dz.
e n -+ 0 T°—2xcosbt+ RN

Puisque |Re(z)| < |2/, on peut écrire

—+oo
Z cos(nf)x

n=N+1

§ eln9 n

n=N+1

ce qui donne par un calcul analogue au précédent

= N+1 N+1 N
x x T
) 0)a" _ - '
= COS(TL )I =~ ‘1 . xelel — |Im($€19)‘ |S1H9|

Par conséquent

+oo
/ Z cos(nf)a" dx

n=N-+1

</ < ! —0
|sin 6| (N +1)|sin 6|

On en déduit que la série Y %ﬁp

—i:.o cos(nb) /1 1—xcosf d
= ——dz
— on+1 0o T—2xcosf+1

converge et

(¢) On décompose 'intégrale étudiée en deux intégrales directement calculables

2x — 2cosf

b1 —2cosh . 9 ! dz cosf !
5 dz = sin” 6 ——— 5
o 1—2xcosf+=x o (x—cos0)2+sin"0 2 Jo x?—2xcosf+1

et 'on obtient

1
1—xcosb . , 1
/0 T~ 920050 £ 22 dz =sin6 [arctan = 5 {111(3: —2xcos€+1)}o.

On simplifie en exploitant

1
x—cos@} cos
0

cosf
arctan(— sine) = arctan(tan(f — 7/2)) = 6 — 7/2.

arcta 1 —cosf arcta 2sin? /2 0
I n| — = ar n——--‘/— — —
sin 6 2sinf/2cos6/2 2
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et
In(2 — 2cos ) = In(4sin6/2).

On obtient au final

+oo
Z cos(nd) T 0 sin 6 — cosGln(Z sin Z)

o n+1 2

Exercice 104 [énoncé]
Posons b,, = onaby=1et

(n+ Dbng1 = bnrbi-
k=0

nl ’

Notons S la somme de la série entiére Y b,z" et posons R son rayon de

convergence.
Par récurrence, on peut affirmer |b,| <1 et donc R > 0.
Sur |—R; R[, la relation précédente donne a

S'(x) = S*(x).

Apres résolution, sachant que S(0) = 1, on obtient

d’ou l'on tire a,, = n!.

Exercice 105 : [énoncé]

(a) Pour |z| < 1,

1 =2 )
1—:L‘1—5L‘2 Z an

Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes,

(l—x Zan”

avec

an = Card{(k,0) e N* |k + 20 =n} = |n/2] + 1.

(b) Analyse :

Introduisons la série entiére > u,2™ de somme S et de rayon de convergence
R.
Pour tout n € N,

n+3

Up 43T n+3 n+3
n .

3
= Upg22" P F Uy 12" —u

En sommant, on obtient pour |z| < R,
S(z) = (up + wz + upr?) = z(S(z) — ug — wiz) + 2 (S(z) — uo) — z°S(x).
On en déduit

o (l—z—a?) z z?
S(I)_uo(l—x)(l—x2) +u11_x2 +U2(1_x)(1_$2).

Synthése : Considérons la fonction

(1—x—2?) x z?
+w + ug

R s v g S g R e )

f est une fonction rationnelle donc 0 n’est pas pole, elle est développable en
série entiére sur |—1;1].
Puisque cette fonction vérifie la relation

f(z) — (uo +urx + u2$2) = x(f(ff) — Uo — Ulff) + a? (f(f) - Uo) - x?’f(x)
les coefficients u,, de son développement en séries entiéres vérifient

+oo

Vx € ]—]. 3 1[7 Z un+3x"+3 = Z(un+2 + Up+1 — ’LLn)l'n+3.
n=0

Par identification des coefficients de séries entiéres de sommes égales sur
]—1;1], on obtient

Vn € N, Upy3 = Uny2 + Ung1 — Un-

Ceci détermine alors entiérement la suite (u,) moyennant la connaissance des
coefficients wug, u1, us-

Pour exprimer u,,, il ne reste plus qu’a former le développement en série
entiére de f.

M:1,—3 1 a
(1—2)(1—2a?) (1—-2)1—2a?) nzo nt
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2

(1-2)(1—2a?)

§ x2n+1

On en déduit que pour n > 3,

g anx™™

1—x2

Up = —UYAp—3 + ULER + U20p—1

avec €, = 1 si n est impair et 0 sinon.

Exercice 106 : [énoncé]

(a) Si la série entiére S est de rayon de convergence R > 0, alors pour tout
€]-R;R[ona

4o n

_a0+2an+1x”+ = 1—|—$ZZakan pr”

n=0 k=0

Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on obtient
S(x) =1+ 25%(x).
(b) Pour x # 0, on obtient, aprés résolution

1++v1—-4x

S(x) = o pour z < 1/4.
Posons ¢(z) tel que
1+e(x)v1 -4z
On a
2x5(x) —

e(r) = ————.
(z) V1—A4x

La fonction € est continue sur |—R;0[ U ]0, min(R, 1/4)[ et ne prend que les
valeurs —1 ou 1. On en déduit que cette fonction ¢ est constante et puisque S
converge quand x — 0t/ ~, on peut affirmer que € est constante égale a —1
car négative au voisinage de 0.

Finalement
1—+1—4x

S(z) = 2z

et S(0) =

(c) Apreés développement en série entiére de /1 — 4z, on obtient

+oo
\/1*41’ be

b 1 2n
" n+1\n

1—+v1—4dx
2x

vérifie 'équation 272 (z) = T(z) — 1, la reprise des calculs précédents
(sachant R > 0) assure que les coefficients b,, vérifient

avec

et R=1/4.
Puisque la fonction

T:z+—

bo=1,Yn € N,bpi1 =Y bn_rb.
k=0

On en déduit a,, = b,, pour tout n € N car les conditions qui précédent
déterminent une suite de fagon unique.

(d) Par la formule de Stirling
22n

A

QAp ~

Exercice 107 :

(a)

[énoncé]

N(n,p) = (Z)D(n - D)

(b) D(n) < n! donc ‘Dgl)‘ <1 qui implique R > 1.

Onad” p=0 N(n,p) = n! donc S ) :D(n —p) =1 d’ou par produit de

pOW

Cauchy e” f(z) = 1= puis
f@) = 1—
(c)
4o n
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donc
—uy 5
k=0
puis
n! o (-DF
N(n,p) = p' T
(d) Finalement
1 1
—=N(n,p) ——— —-
n! n—too ple’

Exercice 108 : [énoncé]

(a) Pour tout = € R,
+o0 (71)nx2n+1

sinx = E

|
— (2n+1)!
donc
sinx f n 2n
— (2n + 1!
pour z # 0. Or

+°O )nxQn

xHZ (2n+1)!

est définie et de classe C*° sur R, cela permet de conclure

(b) Un raisonnement semblable, permet d’établir que x

en une fonction de classe C*° ne s’annulant pas. Par operatlon, le

sm T sinz _x

prolongement continue de x — 2 = =7 est de classe C™.

—1 T

Exercice 109 : [énoncé]
(a) Pour t # 0, on peut écrire

cost cost —1 1

Posons alors

La fonction g est continue sur R* et se prolonge par continuité en 0 en posant

9(0) = 0.
On a alors pour tout x # 0

flz)= /236 g(t)dt +In2 = G(2z) — G(z) + In2

avec G une primitive de g sur R.
On en déduit

et on peut donc prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) =

(b) Pour ¢ # 0 et aussi pour £ =0 on a

+oo
(_l)n 2n—1
g(t) = t
— (2n)!
On peut alors poser
+oo n .2n
-1
G(z) = (=1)" 2%

“+o00
(Chr a1,
f(x):anJrX:l (2n)!  2n v

pour tout x € R.

Exercice 110 : [énoncé]
Pour tout ¢ € [0;1] on sait

1+1¢ —

donc aussi

1 =
S

Soit F' une primitive de la fonction continue ¢ — 5 + 7= sur [0;1].
Sur
+o0 ntna+1
+ F(0).
Z na+1 ©0)

=0

3
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Or F est continue sur [0;1] et la série de fonctions convergence uniformément sur

[0;1].
Par passage a la limite en 1,

Par suite

On en déduit

+°°(_1)n_ 1i—1n2
n:On—I—l o 141

et
R D S
n=02n+1/0 1+82 4

Exercice 111 : [énoncé]

(a) Par télescopage

n=1 n=1
Or
N o4
> —=IN+v+o(1)
n:ln
donc
N o1 1
Z(—ln(H))—w
n n
n=1
(b) Puisque
1 X (=1k 1
T oInf1+=) =
(1+5) =257

on obtient

or
+o0 +oo

ZZ

=2n=2

+oo +ood +oo
w<Xi) w<Xim

donc on peut appliquer le théoréme d’échange de Fubini et affirmer

+<>o+oo too too Nk 1T 1k
I D= i R TR
n=2 k=2 k=2n=2 k=2
et enfin
T Nk T \k T \k
1= E e B -1y =3 Ehem
k=2 k=2 k=2

Exercice 112 : [énoncé]
Soit

somme de série entiére définie sur |—1;1][.

X
E x3n+1 -
11—z

donc

> - 95(55) -0 i

ce qui donne un résultat assez monstrueux :

2 1 1 1
9(/3)(— 3 \/garctan((g?)(z/s)—i-g)\/§)+Eln(3)+6ln(3+3(1/3)+3(2/3))—

fourni par Maple.

Exercice 113 : [énoncé]

On a

nfl nfl

1+x +Z

3
—

1
gm(—:>,<2/3>+3)+
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avec une convergence uniforme sur [0; 1] par majoration du reste d’une série Par suite
vérifiant le critére spécial. /M2 In(1 + zsin®¢) dt = (=)t %I
On a alors — . 5, A= — 11
0 sin“t — k
In(1 + ) = -1 = (=1)n1t avec
/0 Z/ =) ;o /”/2 g 20 T
n=t A (27n)2 2
On peut montrer que cette vaut 72/12 si ’on sait puis
o 2 /”/2 In(1 + xsint) 2’0 Verlp2k (2K — 2)! z
272:7- 0 sin? ¢ @2k 1k —1)H2 27
n 6 k=
n=1
Or
£ (8-
Exercice 114 : [énoncé] =
On a + avec
o0
—1)" 2n+1
arctanx:z% 1/2 I 2k—2)
= n+l 22k 1k —1))2
avec convergence uniforme sur [O ; 1] par majoration du reste d’une série vérifiant d’oll

le critére spécial. On peut donc intégrer terme & terme

+oo n 2n+1 (_1)n
t dz = = .
/0 arctan T ar = Z/ 2n+1 de ;)(2714—1)(271—}—2)
Par intégration par parties,
! ™ In2
arctanzdr = — — —
o 17 2
Exercice 115 : [énoncé]
On a
+°0 Yr=lyk
n(1+u Z
k=1
avec convergence normale sur [—|z|;|z|] donc
oo Yh—lgk 2k
- t
In(1 h24) = (—1)"~1z"sin
n(1l + zsint) Z k

k=1

avec convergence normale sur [0;7/2].

Exercice 116

(a)

dt =

7T/21 1 a2
/ n(1l+ zsint) T(VIET—1).
0

sin? ¢

: [énoncé]

Par le changement de variable s = t"*1, on obtient

1
Uy = r / f(st/ D)) ds.
0

n+1

Posons alors f,(s) = f(s'/ ().

Les fonctions f,, sont continues par morceaux et convergent simplement sur
10; 1] vers la fonction constante égale & f(1) elle-méme continue par
morceaux. On a de plus la domination

| Fn(s)

| < gen[gf]\f ).

Par convergence dominée, on a donc

Upy —
n—-+oo

/Olf(l)ds -

fQ).
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(b) On réalise le changement de variable s = ¢™ et on obtient

n—1
n

U, = /01 In(1+4s)f(s*/™)s™ " ds.

Posons alors g, la fonction définie par I'intégrande, on peut a nouveau

appliquer le théoréme de convergence dominée sachant

In(1+s) In(1+s)

ga(s) —— T p(1) et Jgals)] < (1)
et ’on obtient Uln(1 4 )
n(l+s
Un f( )/0 — ds.

Pour calculer I'intégrale, il suffit ensuite d’écrire

In(1+s) (D™

et de procéder a une intégration terme & terme sachant la sommabilité de

On obtient

Exercice 117 : [énoncé]
Par développement en série entiére

+o00 (_1)]671

1
In(1 + ) dt = /
A [0;1[;

"k dt.

Pour n > 1, il y a convergence de la série des intégrales des valeurs absolues donc

on peut donc intégrer terme & terme par le théoréme de Fubini

1 . +00 (_1)]@,1
/ In(1+t¢ )dt:’;m.

0

On a alors
+<>° )k—1 oo

- _ (-1)F
D

- K2 (nk 1 1)

avec
nk-+»1 EE: k2
donc
+°°( 1)k 1
n/ In(1+ ") dt—>27
0 k=1
avec
+§ (_1)k71 2
2
k=1
car on sait

oIt
k26

Exercice 118 : [énoncé]

g est la somme d’une série entiére de rayon de convergence R = +o0, c’est donc

une fonction de classe C* et h l’est aussi par produit.
h(t) = 3120 falt) avec

(_1)ntne—t
nt) = ——7
fn(®) 22n(nl)!

pour tout t € [0;+o0]

Les fonctions f, sont continues par morceaux sont intégrables sur R .

Puisque

+o0
/ t"e~tdt = n!
0

+oo B 1

et donc la série > f[0-+oo[‘f"| converge.

on obtient

par théoréme affirmer que h est intégrable sur R, et

/+Oo h(t) dt = +ff/ﬁof (t)dt = f (D" _ -1
0 _n:0 0 " N — 22npl '

Exercice 119 : [énoncé]

Puisque ) f,, converge simplement sur R vers h continue par morceaux, on peut
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(a) R est la borne supérieure dans R U {400} de 'ensemble
{r € [0;+o0[ ‘ (ant™), ey €5t bornée}.

Soit 0 < r < R. On peut introduire p tel que r < p et (anp")neN soit une

suite bornée. Pour tout z € D(0,7), on a

RO R (0)

Ce majorant uniforme étant sommable (car |r/p| < 1), on obtient la
convergence normale voulue.

(b) Pour |z| < r, on peut décomposer en série géométrique

+TOO  _ind
1 e n

r—2e—i0 rn+l *
n=0

Sachant la fonction f bornée sur le compact {z € C|[z| =r},ily a
convergence de la série

Z /271'

ce qui permet une intégration terme a terme

am I f( ig) = 2 1 —in n
/0 Wd&zi(/{) Im(f(re'?))e 9d9> —l

n=0

Im )) —in6 .

r"+1 2" deo

On obtient ainsi un développement en série entiére sur D(0, r).
Pour l'expliciter, on calcule le terme intégral en procédant & une intégration
terme & terme justifiée par 'absolue convergence de > a,r"

2m +oo
/ Im(f(rele )e*ine do = Z Lir®
0 k=0

avec
27 ) 2 .
I, = Re(ak)/ sin(kf)e "% A + Im(ak)/ cos(kf)e"? d6.
0 0

Pour n # k, les deux intégrales sonts nulles.

Pour n =k =0,

27 ) 2 .

/ sin(kf)e™ " +df =0 et / cos(kf)e™ " df = 2r.
0 0
Pour n =k # 0,
2 ) 2
/ sin(kf)e "0 dp = —i / sin?(k#) df = —ir et
0 0

2m
/ cos(kf)e "% dh = 7.
0

On peut alors conclure

/27r Im(f(reie)) 40—
0

27 Im(ao) i (Im(ay,) 1Re(an))z”
r—ze 10 —~

1T

- 7(f(O) - 1(2).
(c) Si f est une telle fonction, I'intégrale au-dessus est nulle et donc
f(z) = f(0) pour tout |z| < r.

On en déduit ag € R et a,, = 0 pour n > 1. La fonction f est alors constante
réelle.

Exercice 120 : [énoncé]

(a) La fonction intégrée est définie et continue par morceaux sur ]0;al et se
prolonge par continuité en 0 avec la valeur —1/2.

(b) Par développement en série entiére, on a pour tout x € |—1;1],

In(1 —z) Z —
et donc, pour tout z]0;1],
r+In(l—-z) f "2
x? N n

n=2
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Aprés prolongement par continuité en 0, la fonction intégrée se confond avec
la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 1. Celle-ci converge
normalement sur [0;a] ce qui permet d’intégrer terme & terme

a In(1 — +oo a  n—2
/ x+ n(2 x)dx:—Z/ " e
0 z n—pJ0 T

—n(n—1)

+oo n
_Zai
— n(n+1)

Posons uy(a) = pour a € [0;1].

an
n(n+1)
Les fonctions wu, sont continues et la série de fonctions > u, converge

normalement car

fun ()] < ——

——  avec Z ; convergente
“nn+1) n(n+1) gemte.

Par convergence uniforme, la somme de la série de fonctions est définie et
continue en 1 et donc

—+oo +oo —+oo 1 1
fry > o) = > ) = Zl<n - n+1> 1

n=

On en déduit

/01 J;+lr;(21—x) dxzal_igl Oag;+1nx(21—x) do — -1
avec convergence de la série introduite.
Exercice 121 : [énoncé]
(a) En posant Y = X — 1,
1 1

X+D)m(X -1 Y +2)m

Pour Y €]-1/2;1/2],

11 1 _if—m(—m—l)...(—m—k—&-l)ﬁ
Y +2)m  2m (14 5" 2m e~ k! 2k

Apres simplifications

(Y +2)m L gmtk k

—+oo
1 (—1)k (m—i—k—l)yk_
k=0

On en déduit que la partie polaire relative au pole 1 est

ao An—1 ao
— 4+

L oy dnt
(X -1)

X—-1 v~ Y

(- (m+k—1
ak:2m+k L .

De méme, en posant Z = X + 1, la partie polaire relative au pole —1 est

bo an—I o bO
X+nm Tt

avec

0 4 +bm—1
X+1 2zm zZ

(=)™ (n +k— 1)
b = .
on+k k
Enfin, puisque de partie entiére nulle, la fraction rationnelle étudiée est la
somme des deux parties polaires proposées.

avec

En réduisant chaque partie polaire au méme dénominateur, on obtient

! _ Yo an(X —DF
(X +1)m(X -1 (X —1)n

P e (X 1)
(X+1)m

Par conséquent, on posant
n—1 m—1
UX)=> ap(X = DFet V(X) = bp(X + 1)
k=0 k=0

la poursuite de la réduction au méme dénominateur du calcul précédent
donne

(X +1)"U(X) + (X - 1)"V(X) = 1.

Exercice 122 : [énoncé]

(a) Soit 7 € ]0; R[. La série numérique Y a, ™ est absolument convergente. Pour

tout z € C,
n! r

a 1 /z\"
n n n n
—Z = QupT E <> = O(anr )
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car par croissance comparée

n! n—-+o00

1/2Y
—| -] ——0.
Par comparaison de séries absolument convergentes, on peut affirmer que la

série numeérique > a,z" est absolument convergente pour tout z € C.
Le rayon de convergence de la série entiére étudiée est +oo.

(b) On a

—+oo

f(t)e—act — Z i e ot

n=0

an

avec fn(t) = gt”e_‘”t.

Z falt)

La série de fonctions > f,, converge simplement sur [0; +oo].

Les fonctions f, et la fonction ¢ — f(t)e™** sont continues par morceaux sur
[0; 400l

Les fonctions f,, sont intégrables sur [0;+oo[ car 2 f,,(t) P 0 et

“+o0 |an| “+o0
0 n:Jo

Par intégration par parties généralisées successives

+oo
te Tt dt = o
0 - g+l

+o00
|ay|
/0 | fa(t)] dt = T

Si z > 1/R alors la série > _|a,|/z" ! est convergente et, par le théoréme de
Fubini, on peut affirmer que la fonction ¢ — f(t)e™** est intégrable et

et donc

“+oo

+o0 - an
0 n=0

Exercice 123 : [énoncé]
(a) On a
Sn(z)? —1—x=Sy(2)? = S(z)? = Ry(x)(S(z) + Sy (2))-

C’est donc une série entiére dont le premier terme non nul est au moins un
N+1
T .

D’autre part (Sy(z))? — 1 — x est un polynome.

(b) Pour N tel que AN =0, (Sy(A))2—I1— A= 0, donc B = Sy(A) convient.

Exercice 124 : [énoncé]
Pour |z| < 1, on a le développement en série entiére

((1 + ) =302 a)

nxm.

On peut écrire

(1+2)"" = (1 +2)*(1 +2)°.

Par produit de Cauchy de développements en série entiére

“EE ()

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, on obtient en
étudiant le coefficient d’indice n

>0 -0

(1+$ a+b

Exercice 125 : [énoncé]

(a) Cas: n =0.Un polynome P de Ay est a coefficients positifs et prend la valeur
0 en 2, c’est n’est nécessairement le polynéme nul.

Cas: n > 1. Soit P € A,,. Celui-ci n’est pas nul, notons IV son dégré et
écrivons

P=ay+a X+ - +anyX" avec ag,-..,any € Net ay #0.

La condition P(2) = n entraine
n>an2V > 2V,
On en déduit que le degré de P est majoré par log, N. De plus, en étant

large, on peut affirmer que les coefficients de P sont au plus compris entre 0
et n. Il n’y a donc qu'un nombre fini de polynémes solutions.

Ag={0}, Ay ={1} et Ao ={2,14+ X} donc ug =u1 =1 et ug = 2.
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(b)

Soit n € N. L’application P +— 1 4 P transforme un polynéme de As, en un
polynome de Asg,, ;1. Inversement, un polynome @ de As,, ;1 a nécessairement
un coefficient constant impair ce qui permet d’introduire P = @ — 1 qui est
élément de Ay,. On en déduit ug, = ugpy1-

Soit n € N*. L’application P +— X P transforme un polynoéme de A, en un
polynéme de A,,, dont le coefficient constant est nul et inversement, tout
polynéme de As,, de coefficient constant nul est de cette forme. De plus,
comme au-dessus, on peut mettre en correspondance les polynéomes de As, de
coefficient constant non nul avec les polynémes de Ay, 1. On en déduit

Ugp = Up + U2p—1-

Pour n € N*, ce qui précéde donne
Ugp = Ugp—2 + Uy,  dONC  Uzp — Up(n_1) = Un-

En sommant cette relation, on obtient par télescopage la relation demandée.
def liste(n):

if n == 0:
L = [1]
elif n % 2 ==
L = liste(n-1)
last = L[-1]
L.append(last)
else:
L = liste(n-1)
S=0
for k in range(n//2 + 1):
S =S + L[k]
L.append(S)
return L

On peut conjecturer un rayon de convergence R égal a 1.

La suite (u,) étant croissante, elle n’est pas de limite nulle et donc R <1
Soit p > 1. Montrons u,, < Mp™ pour M bien choisi.

On raisonne par récurrence forte sur n € N aprés une initialisation sur les
rangs 0 & ng avec ny qui sera précisé par la suite.

La propriété est vraie aux rangs 0,...,ng en choisissant M suffisamment
grand :

u
M:max{p: ‘ ke [[O;noﬂ}.

Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n > ng.
Cas: n + 1 impair. La propriété est immédiate car u,, = u,—1 et p > 1.

Cas: n + 1 pair. On écrit n = 2p. L’hypotheése de récurrence donne

pP+1 -1

+1
<2 <
p—1

=M

p
UQPSZMpk:M
k=0

sous réserve que pP~1(p — 1) > 1 ce qu'il est possible d’obtenir pour p assez
grand ce qui determine la valeur de ny € N : on choisit celle-ci de sorte que

PP (p—1) > 1.

La récurrence est établie.

Cette comparaison assure que le rayon de convergence R est supérieur a 1/p
et, puisque ceci vaut pour tout p > 1, on conclut R = 1.

Exercice 126 : [énoncé]

(a) Considérons un ensemble E & n + 1 éléments. Parmi ceux-ci, choisissons un

élément particulier que nous nommons x. Dans une partition de F, il existe
une seule partie A contenant I’élément z et celle-ci est de cardinal k£ + 1 pour
une certaine valeur de k € [0;n].

Pour k € [0;n], on construit une partition de E dont la partie contenant x
est & k4 1 éléments en commencant par choisir k éléments dans E \ {} pour
constituer A : cela offre (Z) possibilités. On compléte ensuite la partie A &
laide d’une partition de F \ A afin de constituer une partition de F : cela
offre B,,_, possibilités. Ainsi, il y a exactement () B,_x partitions de E dont
la partie contenant x est de cardinal k£ + 1 et, finalement,

n
Bn+1 = Z <Z> B k-

k=0

En renversant 'indexation puis en exploitant la symétrie des coefficients
binomiaux on obtient

(S ()

J=0 Jj=0

(b) def fact(n):

if n ==
return 1
return n * fact(n-1)
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()

def binom(n,k): # Certes on peut faire mieux
return fact(n)//fact(k)//fact(n-k)

def Bell(n):
= [1]
for i in range(n):
S=0
for k in range(i+1):
S = S + binom(i,k)*B[k]
B.append (S)

return B
n 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
B,|1 1 2 5 15 52 203 877 4140 21147

Par récurrence forte sur n € N, vérifions B,, < n!
La propriété est vraie aux rangs 0, 1 et 2.
Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n > 2. On a

B"+1Z<)Bk<n'zn_ ikigen!g(nJrl)!

k=0 k=0

carn+1>e.
La récurrence est établie.

La suite (B, /n!) est bornée et le rayon de convergence de 3 Zrz™ est au
moins égal & 1.

En tant que somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0, on
sait que f est de classe C* et, pour tout « € |—R; R,

>~ p too n
f’(x):Z n+1n*Z Z() ZZkl z".
n=0 n=0"" n=0 k=0
Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on obtient
f'(z) = " f(x).
La résolution de cette équation différentielle linéaire sachant f(0) =1 donne
fla) = e

On peut alors exprimer B,, en déterminant le coefficient de 2™ dans cette

série entiére. On écrit

<Z)(_1)p—kekx

Qor

+oo P p\ k"
_ _1)p—k o
B= Y (1) 5
p=0 k=0
En réorganisant le calcul de cette somme (la famille est sommable)
By Sy oLy
e k!
k=0p=k k=0

C’est la formule de Dobinski.
On peut aussi écrire

f(z)

auquel cas, on obtient

Dans cette formule, le terme

oL,

1
p!

S

n!
>

k1t tkp=n

k...

(ou les k; sont strictement positifs) se comprend comme le nombre
d’applications surjectives d’un ensemble & n éléments sur un ensemble & p
éléments : ceci permet de comprendre le dénombrement réalisé ici. Au
surplus, lorsque 'on connait le nombre de ces surjections, on obtient

p

n

Lo ()

1 k=0
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Ce n’est pas exactement la méme formule qu’au-dessus mais on peut établir

o (-

k=0

pour tout p > n.
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