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Enoncés 1

Polynomes

L’anneau des polynémes

Exercice 1 [o02127] [Correction]
Résoudre les équations suivantes :

(a) Q* = XP? d’inconnues P, Q € K[X]
(b) Po P = P d’inconnue P € K[X].

Exercice 2 [ 02674 ] [Correction]
Trouver les P € R[X] tels que P(X?) = (X% +1)P(X).

Exercice 3 [02377] [Correction]

(a) Pour n € N, développer le polynome

1+ X)1+ X1+ XY ...+ X2,

(b) En déduire que tout entier p > 0 s’écrit de fagon unique comme somme de

puissance de 2 : 1,2,4,8, ...

Exercice 4 [ 02553 ] [Correction]
Soit (Pp,)nen+ la suite de polynomes définie par

Pi=X-2etVneN P, =P -2

Calculer le coefficient de X2 dans P,,.

Polynoémes réels

Exercice 5 [ 00399 | [Correction]
Soit P € R[X]. Montrer qu’il y a équivalence entre :

(i) Ve e R, P(z) > 0;
(ii) (A4, B) € RIX]*, P = A% + B2,

Polyn6mes complexes

Exercice 6 [o00271 ] [Correction]
Soit P € C[X] non constant et tel que P(0) = 1. Montrer que :

Ve >0,3z € C,|z| <eet |P(z)] < 1.

Exercice 7 [ 03342 ] [Correction]
Soit P =ag+ a1 X +---+a, X" € C[X]. On pose

M = ‘51‘1:pl|P(z)‘.

Montrer
Vk € {0,...,n}, Jar| < M.

On pourra employer des racines de ['unité.

Exercice 8 [o02165] [Correction]
Soit
P(X)=X"4+a, 1 X" '+ + a1 X +ao € CIX].

Montrer que si £ est racine de P alors

€] <1+ max |agl.
0<k<n—1

Exercice 9 [o03683] [Correction]

Soit P € C[X] un polynéme non constant dont les racines complexes sont de
parties imaginaires positives ou nulles. Montrer que le polynéme P + P est scindé
dans R[X].

Exercice 10 [o4978 ] [Correction]
Soit P un polynéme complexe non constant. Existe-t-il A € C tel que P — A soit
scindé & racines simples ?
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Enoncés 2

Polynoémes réels scindés

Exercice 11 [o3ss81] [Correction]
Soit P € R[X] scindé de degré > 2; on veut montrer que le polynome P’ est lui
aussi scindé.

(a) Enoncer le théoréme de Rolle.
(b) Si xg est racine de P de multiplicité m > 1, déterminer sa multiplicité dans
P'?

(c) Prouver le résultat énoncé.

Exercice 12 [o0261 ] [Correction]

(a) Soit f: R — R une fonction dérivable. On suppose que f s’annule au moins n
fois. Montrer que f’ s’annule au moins n — 1 fois.

(b) Soit P € R[X] un polynome scindé a racines simples avec n = deg P > 2.
Montrer que le polynéme P’ est lui aussi scindé.

(c) Montrer que le résultat perdure méme si les racines de P ne sont pas simples.

Exercice 13 [o2160] [Correction]
Soit P un polyndme de degré n + 1 € N* & coefficients réels possédant n + 1
racines réelles distinctes.

(a) Montrer que son polynome dérivé P’ posséde exactement n racines réelles
distinctes.

(b) En déduire que les racines du polynome P? + 1 sont toutes simples dans C.

Exercice 14 [o2163 ] [Correction]
Soit P € R[X] un polynome scindé de degré supérieur a 2.
Montrer que P’ est scindé.

Exercice 15 [o02669 ] [Correction]
(a) Si P € R[X] est scindé sur R, montrer que P’ est scindé ou constant sur R.

(b) Si (a,b,c) € R?, montrer que X'° 4+ aX? +bX® + cX7 + X + 1 n'est pas
scindé sur R.

Exercice 16 [ 03339 ] [Correction]
Soit P € R[X] scindé a racines simples dans R. Montrer que pour tout o € R* les
racines de P2 + a? dans C sont toutes simples.

Exercice 17 [ 03696 | [Correction]
Soit P € R[X] scindé sur R. Montrer que pour tout réel «, le polynéme P’ + o P
est lui aussi scindé sur R.

Exercice 18 [o0274 ] [Correction]
Soit P € R[X] simplement scindé sur R. Montrer que P ne peut avoir deux
coefficients consécutifs nuls.

Exercice 19 03340 ] [Correction]

Soit P € R[X] scindé a racines simples.

Montrer qu’aucun coefficient nul de P ne peut étre encadré par deux coefficients
non nuls et de méme signe.

Exercice 20 [o4951 | [Correction]
Soit P un polynéme réel unitaire de degré n € N. Montrer que P est scindé sur R
si, et seulement si, pour tout z complexe

|Im(z)|n < |P(2)].

Dérivation

Exercice 21 [o02129 ] [Correction]
Résoudre les équations suivantes :

(a) P2 = 4P d’inconnue P € K[X]
(b) (X2 +1)P"” — 6P = 0 d’inconnue P € K[X].

Exercice 22 [o2130 | [Correction]
Montrer que pour tout entier naturel n, il existe un unique polynome P, € R[X]

tel que
P,— P, =X"

Exprimer les coefficients de P, a ’aide de nombres factoriels.
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Enoncés 3

Exercice 23 [o02132] [Correction]
Soit P € K[X]. Montrer

+oo
1 n
P(X+1)=)_ aP< )(X).
n=0

Exercice 24 [o0333s8] [Correction]
Trouver tous les polyndomes P € R[X] tels que

k+1
Vk eZ,/ P(t)dt =k + 1.
k

Exercice 25 [03341] [Correction]
Soit P € R[X]. On suppose que a € R vérifie

P(a) > 0 et Yk € N*, P (a) > 0.

Montrer que le polynéme P ne posséde pas de racines dans [a; +00].

Division euclidienne

Exercice 26 [o02141] [Correction]
Soit (a,b) € K? tels que a # b et P € K[X]. Exprimer le reste de la division
euclidienne de P par (X — a)(X — b) en fonction de P(a) et P(b).

Exercice 27 [o02142] [Correction]

Soient a € K et P € K[X].

Exprimer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)? en fonction de P(a)
et P'(a).

Exercice 28 [02143] [Correction]

Soient t € R et n € N*.

Déterminer le reste de la division euclidienne dans R[X] de (X cost + sint)” par
X?+1.

Exercice 29 |[o2144 ] [Correction]
Soit k,n € N* et r le reste de la division euclidienne de k par n.
Montrer que le reste de la division euclidienne de X* par X™ — 1 est X".

Exercice 30 [o2145] [Correction]
Soient n, m € N*.

(a) De la division euclidienne de n par m, déduire celle de X™ — 1 par X™ — 1.

(b) Etablir que

pged (X — 1, X™ — 1) = xPecdnm) _ g,

Divisibilité

Exercice 31 |[o2133] [Correction]
Montrer les divisibilités suivantes et déterminer les quotients correspondant :

(a) X —1| X% -2X243X -2
(b) X —2| X3 -3X2+3X -2
() X+1|X%+3X%-2.

Exercice 32 [o2140] [Correction]
En réalisant une division euclidienne, former une condition nécessaire et suffisante
sur (\, i) € K2 pour que X2 + 2 divise X4 + X3 + AX2 + puX + 2.

Exercice 33 [o02134] [Correction]
Soit P € K[X].

(a) Montrer que P(X) — X divise P(P(X)) — P(X).
(b) En déduire que P(X) — X divise P(P(X)) — X.

(¢) On note P = Po...o P (composition & n > 1 facteurs).
Etablir que P(X) — X divise PI"(X) — X

Exercice 34 [o3407 ] [Correction]
Soit P € K[X]. Montrer que P(X) — X divise P(P(X)) — X.
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Arithmétique

Exercice 35 [o02135] [Correction]
Soit A, B € K[X] tels que A? | B2. Montrer que A | B.

Exercice 36 [o02137] [Correction]
Soit (A, B) € (K[X])? non nuls. Montrer que les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) A et B ne sont pas premiers entre eux.
(ii) il existe (U, V) € (K[X] — {0})? tel que

AU + BV =0,degU < deg B et degV < deg A.

Exercice 37 [o02138] [Correction]
Soit A, B € K[X] non nuls.

Montrer : A et B sont premiers entre eux si, et seulement si, A+ B et AB le sont.

Exercice 38 [o02139] [Correction]
Soient A, B,C € K[X] tels que A et B soient premiers entre eux.
Montrer

pged(A, BC) = pged(A, C).

Exercice 39 |[o2ss80] [Correction]
On cherche les polyndmes

P(X) = (X —a)(X —b) € C[X]

tels que P(X) divise P(X?3).

Montrer que, si a = b, P € R[X] et que si a # b et a® # b3, il existe 6 polynomes
dont 4 dans R[X].

Trouver les polynémes P si a # b et a® = b> et en déduire que 13 polynémes en
tout conviennent, dont 7 dans R[X].

Racines

Exercice 40 [o2157 ] [Correction]

(a) Soit
P=a,X"4+an 1 X" 1 +.. .+ X +ap

un polynéme & coefficients entiers tel que a, # 0 et ag # 0.

On suppose que P admet une racine rationnelle r = p/q exprimée sous forme

irréductible.

Montrer que p | ag et q | ay.
(b) Factoriser

P=2X%- X% 13X +5.
(c) Le polynéme
P=X*+3X-1

est-il irréductible dans Q[X]?

Exercice 41 [o2158] [Correction]
Soient a, b, ¢ trois éléments, non nuls et distincts, du corps K.
Démontrer que le polynome

X(X-b)(X—¢)
a(a —b)(a —c)

XX —-c)(X —a)
b(b—c)(b—a)

X(X — a)(X —b)

P= c(c—a)(c—b)

peut s’écrire sous la forme P = A(X — a)(X — b)(X —¢) + 1 ot A est une
constante que ’on déterminera.

Exercice 42 [o2371 ] [Correction]

(a) Soit n € N. Exprimer sin((2n + 1)a) en fonction de sina et cos o

(b) En déduire que les racines du polynome :

P(X) = zn:(—l)” @z I i) Xn-p

p=0

sont de la forme xj, = cot? ;. Déterminer les f3;.

Exercice 43 [02663 ] [Correction]
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(a) Montrer que a = cos(m/9) est racine d’un polynéme de degré trois a Exercice 49 |[o2668 | [Correction]
coefficients dans Z. Déterminer les P de R[X] tels que

(b) Justifier que le nombre a est irrationnel.
(X +4)P(X) = XP(X +1).

Exercice 44 [o1352] [Correction]

Soient K un corps et ay,ao,...,a, € K deux & deux distincts. Exercice 50 [ 03041 ] [Correction]
(a) Calculer . Trouver les P € C[X] tels que
D)
ihai—a; P(1) =1,P(2) = 2,P'(1) = 3,P'(2) =4, P"(1) = 5 et P"(2) = 6.
(b) On pose A(X) =[]}, (X — a;). Calculer
noq Exercice 51 [03406 | [Correction]
; Al(a;) (a) Soient P, @, R € C[X] premiers entre eux deux & deux, non constants, et tels
que
Racines et arithmétique P+Q+R=0.
Soient p, ¢, r le nombre de racines distinctes des polynémes P, Q, R
Exercice 45 [02166] [Correction] respectivement‘
Soient p et ¢ deux entiers supérieurs a 2 et premiers entre eux. Prouver que le degré de P est strictement inférieur & p 4 q + 7.
Montrer On pourra introduire P'QQ — Q'P.

XP—1)(X?T-1) | (X —1)(XP?—-1).
( N i ) ) (b) Trouver tous les triplets de polynomes complexes (P, @, R) tels que

Exercice 46 [ 02167 ] [Correction] PPt =R
Justifier les divisibilités suivantes : )
pour n > 3 donné.

(a) Vne N, X2 | (X +1)" —nX —1 .

) L (c) Le résultat s’étend-il a n =27
(b) Yn e N*, (X —1)3 | nX""? — (n+2). X" + (n+2)X —n
Exercice 47 [o2169 | [Correction] Exercice 52 [ 02361 ] [Correction]
Justifier Soit P € Z[X] et a,b deux entiers relatifs avec b > 0 et v/b irrationnel.

V(n,p,q) € N*, 14+ X 4+ X2 | X3 4 X3+ 4 x30+2,
(n.p.9) | (a) Exemple : montrer que /6 est irrationnel.

(b) Quelle est la forme de (a + v/b)"?
Exercice 48 [o2170] [Correction] (c)
)

) . . i . Montrer que si a + Vb est racine de P alors a — v/b aussi.
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur n € N pour que

(d) On suppose que a + Vb est racine double de P. Montrer que P = RQ? avec R
X2+ X+1] X"+ X"+ 1. et  dans Z[X].
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Racines et équations polynomiales

Exercice 53 [02159 ] [Correction]
Soit P € C[X] un polynéme non nul tel que

P(X*)+P(X)P(X +1)=0.

(a) Montrer que si a est racine de P alors a? I'est aussi

(b) En déduire que a = 0 ou bien a est racine de l'unité.

Exercice 54 [o02164 ] [Correction]
Montrer que si P € R[X]\ {0} vérifie

P(X?*) =P(X)P(X +1)

ses racines sont parmi 0,1, —j, —j2. En déduire tous les polynémes solutions.

Exercice 55 [02375] [Correction]
Trouver les P € C[X] vérifiant

P(X?) = P(X)P(X +1).

Exercice 56 [02673] [Correction]
On cherche les polynémes P non nuls tels que

P(X?) = P(X —1)P(X).

(a) Montrer que toute racine d’un tel P est de module 1.

(b) Déterminer les polynomes P.

Exercice 57 [o02672] [Correction]
Déterminer les polynomes P de R[X]\ {0} vérifiant

P(X?) = P(X —1)P(X).

Exercice 58 [01329] [Correction]
Trouver les P € C[X] vérifiant

P(X?) = P(X)P(X —1).

Factorisation

Exercice 59 [o2171 ] [Correction]
Factoriser dans C[X] puis dans R[X] les polynémes suivants :

(a) X*—1 (b) X°—1 (€) (X2—X +1)2+1.

Exercice 60 [o02172] [Correction]
Factoriser dans R[X] les polynomes suivants :

(a) X*+X2+1 (b) X*+X2%-6 () X84+ X441

Exercice 61 [o2173] [Correction]
Factoriser le polynome (X +1)" — (X —1)" pour n € N*.

Exercice 62 [o2174 ] [Correction]
Former la décomposition primaire dans R[X] de P = X?"*1 — 1 (avec n € N).

Exercice 63 [o02175] [Correction]
Soient a € ]0; 7] et n € N*. Factoriser dans C[X] puis dans R[X] le polynoéme

X2 — 2cos(na)X™ + 1.

Relations entre coefficients et racines d’un polynéme
scindé

Exercice 64 [o02176] [Correction]
Trouver les racines dans C du polynéme X* 4 12X — 5 sachant qu’il posséde deux
racines dont la somme est 2.

Exercice 65 [o02177] [Correction]
Donner une condition nécessaire et suffisante sur A € C pour que X° —7X + A
admette une racine qui soit le double d’une autre. Résoudre alors 1’équation.
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Exercice 66 |[o02178] [Correction]
Résoudre 23 — 822 + 232 — 28 = 0 sachant que la somme de deux des racines est
égale & la troisieme.

Exercice 67 [02179] [Correction]
On considére 'équation : 2% — (2 4+ v/2)x? + 2(v/2 + 1)z — 2v/2 = 0 de racines
T1,x2 et xj.

(a) Former une équation dont 2%, 23 et 23 seraient racines.

(b) En déduire les valeurs de x1, z2, 3.

Exercice 68 [o2180] [Correction]
Déterminer les triplets (z,vy,2) € C3 tels que :

(a) z(y+z)=1 (c)
c4+y+z=1 (b) Jylz+az)=1 TH+y+z=2
r+1/y+1/z2=1 2z +y)=1 2?2+ y?+22 =14

ryz = —4 23+ 3+ 23 =20

Exercice 69 [o2181] [Correction]
Soient x,y,z € C* tels que = + y + z = 0. Montrer

L1 1 1+1+12
z2  y2 22 \z oy z)°

Exercice 70 |[o2182] [Correction]
Pour n € N* on pose P, =Y ;_ X*.

(a) Former la décomposition en facteurs premiers de P, dans C[X].

(b) En déduire la valeur de []j_, sin 2.

Exercice 71 [o02184] [Correction]

Soit P € C[X] non nul et n = deg P.

Montrer que les sommes des zéros de P, P’,..., P~ sont en progression
arithmétique.

Exercice 72 [o2373] [Correction]
Soit P = X2 +aX? + bX + c un polynéme complexe de racines a, 3,v. Calculer

a B Y
B+y y+a a+f8

Exercice 73 [03336 ]| [Correction]
Résoudre dans C3 le systéme

> +y?+22=0

2yt 2t =0
2+ Y5+ 25 =0.

Exercice 74 [03345] [Correction]
On considére le polynome

P(X)=aoX" +a; X" '+ +a, € C[X]

de racines x1,...,x, comptées avec multiplicité.
Pour toutp € N, on pose
Sp=axf +---+ab.

Etablir
apS1+a1 =0
(L()SQ + a151 + 2(12 =0
aoSp+a1Sp—1+---+ap_151+pa, =0 (0<p<n)

apSy +a1Sp—1+ - +a, 51 =0

aoSn+k + a1 Sntk-1+ -+ a, Sk =0 (k>0).

Exercice 75 [o03812] [Correction]

(a) Déterminer trois éléments a, b, ¢ de C, non tous réels, tels que a + b + ¢,
a? 4+ b? + c? et a® + b3 + ¢ soient trois réels.

(b) Montrer que, si a,b, ¢ sont trois éléments de C de modules différents et si
a+b+ceR, a®>+b2+c2 eRet a®+13+ ¢ € R, alors a,b et ¢ sont trois réels.
Enoncé fourni par le concours CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA
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Familles de polyndémes classiques

Exercice 76 [o2185] [Correction]
(Polynomes de Tchebychev (1821-1894)) Soit n € N. On pose f,: [-1;1] = R
I’application définie par

fn(x) = cos(n arccos ).

(a) Calculer fy, f1, f2 et fs.

(b) Exprimer f,1(x) + fn—1(x) en fonction de f,(x).

(c) Etablir qu'il existe un unique polynéme T}, de R[X] dont la fonction
polynomiale associée coincide avec f,, sur [—1;1].

(d) Donner le degré de T,, ainsi que son coefficient dominant.

(e) Observer que T,, posséde exactement n racines distinctes, que 1’on exprimera,
toutes dans |—1;1[.

Exercice 77 [o2186] [Correction]

(Polynomes d’interpolation de Lagrange (1786-1813)) Soit (ag, az, - .
famille d’éléments de K deux a deux distincts.

Pour tout ¢ € {0,1,...,n} on pose

., Qp) UNe

~ ocjon, iz (X —aj)

L; = .
' Hogjgn,j;éi (a;i — aj)

(a) Observer que, pour tout j € {0,1,...,n}, on a L;(a;) = 6; ;
(ou d;,; est le symbole de Kronecker (1823-1891) qui est égal & 1 lorsque i = j
et 0 sinon).

(b) Montrer que

Exercice 78 [o2188] [Correction]
Soit (P,,)n>0 la suite de K[X] définie par

PO:O,Plz].etvneN,PnJrQ:XPnJrl_Pn.

(a) Montrer
VneN, P2 =1+ P,Pyia.

(b) En déduire
Vn € N, P, et P, sont premiers entre eux .

(¢) Etablir pour que pour tout m € N et pour tout n € N* on a
Prin=PyPpni1— Po_1Pp.
(d) Montrer que pour tout m € N et pour tout n € N* on a
pged(Prtn, Pn) = pged(Pn, Pr)-
En déduire que pged(Py,, P,) = pged(P,, P.) ou r est le reste de la division

euclidienne de m par n.

(e) Conclure
ngd(Pru Pm) = Ppgcd(m,n)-

Exercice 79 [o2189 ] [Correction]
(Polynémes de Laguerre (1834-1886)) Pour n € N, on définit L, : R — R par
L4

dan

L,(z)=e (e™*a™).

Observer que L,, est une fonction polynomiale dont on déterminera le degré et le
coefficient dominant.

Exercice 80 [o2670] [Correction]
Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique polynoéme P € C[X] tel que
P(cos @) = cosnf pour tout 6 réel. On le note T,.

(a) Lier T,,_1,T, et Tpy1.
(b) Donner une équation différentielle vérifice par T;,.

(c) Calculer Tr(lk)(l) et Ték)(*l)-

Exercice 81 [o2671 ] [Correction]
Quels sont les couples (P,Q) € R[X]? vérifiant P2 + (1 — X2)Q2 =17

Exercice 82 [o02128] [Correction]
On définit une suite de polynome (P,,) par

P0:2,P1:X€t VHEN,Pn+2:XPn+1—Pn.
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(a) Calculer P; et Ps.
Déterminer degré et coefficient dominant de P,.

(b) Montrer que, pour tout n € N et pour tout z € C* on a
P(z+1/2)=2"+1/2".

(c¢) En déduire une expression simple de P, (2 cosf) pour 6 € R.

(d) Déterminer les racines de P,.

Exercice 83 [03269 ] [Correction]

On pose
1

cosx

fz) =

Démontrer lexistence d’un polynéme P,, de degré n et a coefficients positifs ou

nul vérifiant
P, (sinx)

vn > 1, [ (z) = (cos )L’

Préciser Py, Ps, P; et calculer P, (1).
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

(a) Si (P, Q) est un couple solution de polynomes non nuls alors Q? = X P?
donne 2deg @ = 1+ 2deg P avec deg P,deg @ € N ce qui est impossible. 1l
reste le cas ol 'un des polynémes P ou @ est nul et ’autre, alors, ’est aussi.
Inversement, le couple nul est effectivement solution.

(b) Si deg P > 2 alors deg P o P = (deg P)? > deg P et donc P n’est pas solution.
Si deg P < 1 alors on peut écrire P = aX + b et alors

a2—a

PoP=P < a(aX+b)+b=aX+b < {ab—o_

Aprés résolution on obtient
(a=1et b=0) ou (a =0 et b quelconque).

Finalement les solutions sont le polyndéme X et les polyndémes constants.

Exercice 2 : [énoncé]

Parmi les polynémes constants, seuls le polynéme nul est solution.

Si deg P > 1 alors, pour vérifier ’équation, il est nécessaire que deg P = 2. On
peut alors écrire P sous la forme X2 + bX + c. Parmi, les polynémes de cette
forme, ceux solutions sont ceux obtenus pour b = 0 et ¢ = —a. Conclusion, les

polynémes solutions sont les a(X? — 1) avec a € R.

Exercice 3 : [énoncé]

(a) Posons
PX)=(1+X)A+X>)Q+XY...0+X%).

En exploitant successivement (a — b)(a + b) = a? — b2, on obtient
(1-X)P(X)=1-x2"".
On en déduit

1-x2"
1-X

ontl_q

P(X)= =14+ X+X2+-+ X

(b) Lorsqu’on développe directement le polynome P, le coefficient de X* obtenu
correspond au nombre de fois qu’il est possible d’écrire £ comme la somme
des puissances de 2 suivantes : 1,2,4,...,2™. Ce nombre vaut 1 compte tenu
de l’exercice précédent.

Exercice 4 : [énoncé]

Notons ay, by, et ¢, les coefficients de 1, X et X2 dans P,.

Puisque P, =X —2,onaa; =—-2,b; =1et ¢; =0.

Puisque P41 = Pﬁ —2,0naap4 = a% — 2, b1 = 2a,b, et ¢y = b% + 2a,cpn.
On en déduit ay =2, by = —4d et ¢ = 1 puis pour n > 3 : a, = 2, b, = —4""1,

A -1

Cn = 477,72 + 47’7,71 R 427174 — gn~ 3

Exercice 5 : [énoncé]

L’implication (ii) = (i) est immaédiate.

Supposons (i).

Puisque P est de signe constant, la décomposition en facteurs irréductibles de P
s’écrit avec des facteurs de la forme

(X =)A= (X -2 +0?

et
X2 42pX +q= (X +p)*+ (Va—1?)",
Ainsi P est, & un facteur multiplicatif positif prés, le produit de polynomes
s’écrivant comme la somme des carrés de deux polynomes réels.
Or
(A% 4+ B?)(C? + D?) = (AC — BD)? + (AD + BC)?

donc P peut s’écrire comme la somme des carrés de deux polynomes réels

Exercice 6 : [énoncé]
Puisque le polynéme P est non constant, on peut écrire

P(2) = 14 a,29 + 277 Q(z)

avec aq # 0 et Q € C[X].
Posons ¢ un argument du complexe a, et considérons la suite (z,) de terme
général
o = Leim-0)/a,
n
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Onaz, —0et

a 1

donc |P(zn)| < 1 pour n assez grand.

Exercice 7 : [énoncé]
Soit w = ?7/("*+1) une racine (n + 1)-iéme de I'unité. On a

P(1)+ P(w)+---+Pw") =(n+1)ao

iww{wrl sil=0[n+1]
k=0 0 i

car

sinon.

On en déduit (n+ 1)]ag| < (n + 1)M puis |ag| < M.
De fagon plus générale, on a

P1) +w *P(w)+ -+ w ™ PW") = (n+ 1)ay

et on en déduit |ax| < M.

Exercice 8 : [énoncé]

La propriété est immeédiate si [£] < 1. On suppose désormais || > 1 et on note

m= max |agl|.
0<k<n—1
L’égalitée
€ =0, m + ag
donne
n—1 n—1
€ <D larllglF <m Yl
k=0 k=0
done € €
n_1 n
" <m <m
1€l -1 €] -1
puis
€] <1+ m.

Exercice 9 : [énoncé]
On peut écrire P sous forme factorisée

n
A==

avec n = deg P € N* et z; € C vérifiant Im 2K > 0.
Un complexe z est racine du polynéome P + P si, et seulement si,

n n
)\H z—2zk) Hzfzk
k=1 k=1

Si Im z > 0 alors
VEe{l,...,n} |z —zk| < ‘Z—E’

et donc

)\ﬁ(z—zk ﬁz—zk
k=1 k=1

Ainsi z ne peut étre racine de P + P et Z non plus par le méme raisonnement ou
parce que P + P est un polynome réel.

On en déduit que les racines de P sont toutes réelles et donc P est scindé dans
R[X].

Ainsi le polynome Re P est scindé dans R[X] et, par une argumentation analogue,
il en est de méme de Im P.

Exercice 10 : [énoncé]
Quel que soit le complexe A, le polynéme P — A est non nul donc scindé sur C. La
difficulté est ici de trouver A pour lequel les racines de P — A soient simples.

Les racines multiples d’un polyndme sont les racines qui sont communes a
son polynome dérivé.

Notons z1, ..., 2z, les racines de P/ = (P — A)’. Pour A différent de chacune des
valeurs P(z1),...,P(z,), le polynéme P — A ne s’annule pas en les z1,..., z, et
ses racines sont donc simples.

Exercice 11 : [énoncé]

(a) Si f:[a;b] — R (avec a < b) est continue, dérivable sur ]a ;b et si
f(a) = f(b) alors il existe ¢ € Ja;b[ tel que f'(c) = 0.
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(b)

()

Si zg est racine de multiplicité m de P alors zq est racine de multiplicité
m — 1 de P’ (en convenant qu’une racine de multiplicité 0 n’est en fait pas
racine).

Notons z; < ... < x, les racines de P et mq,..., m, leurs multiplicités
respectives. Puisque le polynéme P est supposé scindé, on a

my +---+my = deg P.

Les éléments x4, . .
En appliquant le théoréme de Rolle & P entre xj et xx41, on détermine
Yk € |z ;241 racine de P’. Ces yy, sont distincts entre eux et distincts des

Z1,...,%p. On a ainsi obtenu au moins

p—-1+mi—1)4+---+(mp—1)=degP —1
racines de P’. Or deg P’ = deg P — 1 donc P’ est scindé.

Exercice 12 : [énoncé]

(a)

Soient a1 < ... < a, les zéros de f. En appliquant le théoréme Rolle sur
chaque intervalle [a;;a;11], on obtient b; € ]a; ; a;+1[ annulant f’. Puisque

a<b<ar<---<b,_1<a,

les by,...,b,_1 sont des annulations distinctes de f’.

Si P est scindé a racines simples, il posséde n racines. Le polynome P’
posséde alors au moins n — 1 racines. Or deg P’ = n — 1 donc le polynoéme P’
est scindé.

Soient a1 < ... < ap les racines de P et aq,. .., ap leurs multiplicités avec

ay+ -+ oy =n.
Les a1 < ... < a, sont racines de P’ de multiplicités respectives
(e5] —1,...70(]9—1.

Comme ci-dessus, par Rolle, on peut aussi assurer 'existence de p — 1 autres
racines a P’.
La somme des multiplicités des racines est donc au moins égales &

P
Zai—l—&—p—l:n—l:degly

i=1

et donc le polynéme P’ est scindé.

., &, sont racines de multiplicités mq —1,...,m, —1 de P’

Exercice 13 : [énoncé]

(a)

Notons ag < a1 < ... < a, les racines de P.
En appliquant le théoréme de Rolle a la fonction z — P(x) sur U'intervalle
[a;—1;a;], on justifie existence d’un réel b; € Ja;—1 ; a;[ tels que P’(b;) = 0.
Puisque

ag < by <ar<by<...<b, <anp

les réels bq,...,b, sont deux & deux distincts ce qui fournit n racines réelles
au polynome P’.
Puisque deg P’ = deg P — 1 = n, il ne peut y en avoir d’autres.

Une racine multiple de P2 + 1 est aussi racine du polynéme dérivé
(P2 +1) =2PP.

Or les racines de P ne sont pas racines de P? + 1 et les racines de P’ sont
réelles et ne peuvent donc étre racines de P? + 1. Par suite P2 +1 et (P2 +1)’
n’ont aucunes racines communes : les racines de P? 4 1 sont simples.

Exercice 14 : [énoncé]
Posons n =deg P > 2, a1 < az < ... < ap les racines réelles distinctes de P et

1,09, ..

., ap leurs ordres respectifs. On a oy +ax + -+ 4+ =n car P est

supposé scindé. R
En appliquant le théoréme de Rolle & 2 — P(x) sur chaque [a;; a;y1] on justifie

I'existence de racines distinctes by, bo, . . .

,bp—1 disposée de sorte que

a1<b1<a2<b2<...<bp_1<ap.

Comme les aq,aq, . .
et que by, bo, ...

., ap sont des racines d’ordres oy — 1,00 —1,...,cp — 1 de P’
,bp—1 sont des racines au moins simples de P’, on vient de

déterminer (n — 1) = deg P’ racines de P’ comptées avec leur multiplicite.
Finalement P’ est scindé.

Exercice 15 : [énoncé]

(a)

Si P est degré 1 alors P’ est constant. Si P est de degré n > 2, par
application du théoréme de Rolle, il figure une racine de P’ entre deux
racines consécutives de P. De surcroit, si a est racine de multiplicité o € N*
de P, a est aussi racine de multiplicité o — 1 de P’. Par suite, P’ en admet
n — 1 racines comptées avec multiplicité et est donc scindé.

0 est racine multiple du polynéme dérivé a ’ordre 2. Si le polynéme était
scindé, I’étude qui précéde permet d’observer que 0 est racine du polyndme.
Ce n’est pas le cas.
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Exercice 16 : [énoncé]

Notons que par application du théoréme de Rolle, les racines de P’ sont réelles (et
simples)

Les racines multiples de P? + o2 sont aussi racines de (P? + o?)' = 2PP’.

Or les racines de P? + o2 ne peuvent étre réelles et les racines de PP’ sont toutes
réelles.

Il n’y a donc pas de racines multiples au polynéme P2 + o2,

Exercice 17 : [énoncé]

Rappelons qu’un polynéme est scindé sur un corps si, et seulement si, la somme
des multiplicités des racines de ce polyndme sur ce corps égale son degré.
Notons ag < a1 < ... < a,, les racines réelles de P et ag, aq,...,q,, leurs
multiplicités respectives. Le polynéme P étant scindé, on peut écrire

m

deg(P) = Z Q.

k=0

On convient de dire qu’une racine de multiplicité 0 n’est en fait pas racine d’un
polynodme. Avec ses termes, si ay est racine de multiplicité oy > 1 de P alors ag
est racine de multiplicité o, — 1 du polynéme P’ et donc racine de multiplicité au
moins (et méme exactement) oy, — 1 du polynome P’ + aP. Ainsi les ay, fournissent

> (ar —1) = deg(P) = (m+1)

k=0

racines comptées avec multiplicité au polynoéme P’ + aP.

Considérons ensuite la fonction réelle f: x — P(x)e*”.

Cette fonction est indéfiniment dérivable et prend la valeur 0 en chaque a.

En appliquant le théoréme de Rolle & celle-ci sur chaque intervalle [ax—_1 ; ag], on
produit des réels by, € Jax_1 ;ag[ vérifiant f/(by) = 0. Or

f'(@) = (P'(x) + aP(x))e™

et donc by, est racine du polynéme P’ + aP.
Ajoutons a cela que les by, sont deux & deux distincts et différents des précédents
aj car, par construction

ag < by <ar <by<...<by <anm.

On vient donc de déterminer m nouvelles racines au polynoéme P’ + aP et ce
dernier posséde donc au moins
deg(P) — 1

racines comptées avec multiplicité.

Cas: a = 0. Ce qui précéde suffit pour conclure car deg(P’') = deg(P) — 1.

Cas: a # 0. Il manque encore une racine car deg(P’ + aP) = deg(P). Par les
racines précédentes, il est possible de factoriser P’ + aP par un polyndéme scindé
Q@ de degré deg(P) — 1 et le facteur correspondant étant de degré 1, ceci donne
une écriture scindé du polynéme P’ + o P.

Exercice 18 : [énoncé]

Remarquons que puisque P est simplement scindé sur R, ’application du
théoréme de Rolle entre deux racines consécutives de P donne une annulation de
P’ et permet de justifier que P’ est simplement scindé sur R. Il est en de méme de
P”, P”/, o

Or, si le polynéme P admet deux coefficients consécutifs nuls alors I'un de ses
polynomes dérivées admet 0 pour racine double. C’est impossible en vertu de la
remarque qui précéde.

Exercice 19 : [énoncé]
Ecrivons

—+oo
P(X)=> a,X"
n=0
et, quitte & considérer — P, supposons par ’absurde qu’il existe p > 1 tel que
ap, =0 avec ap_1,ap41 > 0.

Considérons alors

+1)!
%%HXZ—F...

Q(X) = PP (X) = (p—1)lap—1 +
Puisque le polynome P est scindé & racines simples, par application du théoréme
de Rolle, les racines P*+1) sont séparées par les racines des P*). En particulier
les racines de Q' sont séparées par les racines de Q.
Or 0 est minimum local de @ avec Q(0) > 0.
Si le polynome @) admet des racines strictement positives et si a est la plus petite
de celles-ci alors @’ admet une racine dans ]0; a par application du théoréme des
valeurs intermédiaires et du théoréme de Rolle. Or 0 est aussi racine de @)’ et donc
les racines de @’ ne sont pas séparées par les racines de Q. C’est absurde.
Il en est de méme si la polynéme admet des racines strictement négatives.
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Exercice 20 : [énoncé]

(=) Supposons P scindé sur R. Celui-ci posséde exactement n racines réelles
comptées avec multiplicité aq,...,a,. Sachant que le polynéme est unitaire, on

peut écrire

P=(X—-a1)...(X —ap).

Pour tout z € C, on a alors

z)| = H|z— ar| > ‘Im(z)‘"
k=1

car

|z —a| = \/(Re(z) — ak)2 + (Im(z))2 >

( <= Supposons |Im(z)‘n < |P(z)| pour tout z € C. On sait que le polynéme P
est assurément scindé sur C. Or, si z est une racine de P, la propriété précédente
donne |Im(z)|n < 0 et donc z € R. Ainsi, les racines de P sont toutes réelles et le
polynéme P est scindé sur R.

[Im(2)|.

Exercice 21 : [énoncé]

(a) Parmi les polynémes constants, seul le polynome nul est solution.
Parmi les polynomes non constants, si P est solution alors
2(deg P — 1) = deg P et donc deg P = 2. On peut alors écrire
P =aX?+bX + c avec a # 0.

P? = 4P <= 4a’X? + 4abX + b® = 4aX? + 4bX + 4c <= {C 7ab2:/111

Les solutions de I’équation sont P =0 et P = X? + bX + b*/4 avec b € K.

(b) Parmi les polynéme de degré inférieur a 1, seul le polynéme nul est solution.
Pour P polynéme tel que deg P > 2 alors la relation (X2 + 1)P"” — 6P =0
implique, en raisonnant sur 'annulation des coefficients dominants,
deg P(deg P — 1) = 6 donc deg P = 3.

En cherchant P sous la forme P = aX3 + bX? + ¢X + d avec a € K*, on
obtient que seuls les polynomes P = a(X? + X) avec a € K* sont solutions.
Finalement les polynomes solutions sont les a(X? + X) avec a € K.

Exercice 22 : [énoncé]
Les polynomes solutions de P, — P,
Cherchons ceux-ci de la forme :

= X sont nécessairement de degré n.

P,=ap X"+ an 1 X" T4+ a1 X +ao

P, — P/ = X™ équivaut a

an =1,an-1 =nap,an—2=(n—Dap_1,...,a0 = l.ay.

Par suite 1’équation P, — P/ = X™ posséde une et une seule solution qui est :

n
|
n n—1 n—2 | n: k
P=X"4+nX""4+nn-1)X"""4+-. - +nl ——E —k!X.

Exercice 23 : [énoncé]
Par la formule de Taylor

_ *f P™(0) 0

P(X
(X) 2
donc .
X PM(0)
P(1) = n;) w
et plus généralement
“+oo
p(n+k)
P(k)(l) - 7(0)
= nl
Par la formule de Taylor
400 +00 400
P(k) 1 P n+k
POr =3 S 3) JELEURE
k=0 k=0n= 0

puis en permutant les sommes (qui se limitent & un nombre fini de termes non
nuls)

+oo +oo —+o0
1Pn+k ) A
— (n)
P(X +1) ZZ Xt = n'P (X).
n=0 k= O n=0

Autre méthode : On exploite les ingrédients suivants :

- application qui & P associe Z+°° L P (X) est linéaire;

- par la formule du binoéme, cette apphcatlon envoie chaque X* sur (X + 1)*
- deux applications linéaires égales sur une base sont égales sur 1’espace.

Exercice 24 : [énoncé]
Soit P un polynéme et () un polynoéme primitif de P. P est solution du probléme
posé si, et seulement si,

Vk€Z,Qk+1)—Q(k) =k + 1.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections 15

En raisonnant par coefficients inconnus, on observe que Q(X) = 2 X (X + 1) est
solution.

Si Q(X) est aussi solution alors
k€ Z,(Q - Q)(k+1) = (Q — Q)(k)

et on en déduit que le polynome Q) — Q est constant.
On en déduit que

est 'unique solution du probléme posé.

Exercice 25 : [énoncé]
Par la formule de Taylor, on a pour tout z > 0

deg P
Pla+x) = Z
k=0

P(k)(a) k>

o > P(a) > 0.

Exercice 26 : [énoncé]
Cette division euclidienne s’écrit P = Q(X — a)(X — b) + R avec deg R < 2.
On peut écrire R = aX + . En évaluant en a et b, on obtient un systéme dont la
résolution donne

P(b) — P(a)

= t =
« — et B

bP(a) — aP(b)
b—a ’

Exercice 27 : [énoncé]
Cette division euclidienne s’écrit

P=Q(X —a)®+ R avec degR < 2.
On peut écrire R = aX + .
En évaluant en a, puis en dérivant avant d’évaluer & nouveau en a, on obtient un

systéme dont la résolution donne

a = P'(a) et 8= P(a) — aP'(a).

Exercice 28 : [énoncé]

(X cost +sint)" = (X? +1)Q + R avec deg R < 2 ce qui permet d’écrire
R=aX + b avec a,b € R.

Cette relation doit étre aussi vraie dans C[X] et peut donc étre évaluée en i :
(icost +sint)” = R(i) = ai + b or (icost + sint)” = el(»™/2=11) donc

a =sinn(r/2 —t) et b = cosn(rw/2 —t).

Exercice 29 : [énoncé]
Onak=nqg+ravec0<r<n.
Or X¥ — X" = X"(X™ —1) et X" — 1| X™ — 1. On peut donc écrire

XM —1=(X"-1)Q(X)

puis
XF = (X" -~ 1D)X"Q(X) + X" avec deg X" < deg(X" — 1)

ce qui permet de reconnaitre le reste de division euclidienne cherchée.

Exercice 30 : [énoncé]

(a) n=mgqg+r avec 0 <r < m.
X" —1=X"atr — 1= Xmatr _ X7 4 X" — 1= X"(X" - 1)+ X" -1
or X™ —1=(X"—-1)(1+X™+---+ X™4a=1) donc
X" —1=(X"-1)Q+Ravec Q=X"(1+ X" +---+ X)) et
R=X"-1.
Puisque deg R < deg X™ — 1, R est le reste de la division euclidienne de
X" —1par X™ —1.

(b) Suivons l'algorithme d’Euclide calculant le pged de n et m.
ap = n, ap = m puis tant que ax # 0, on pose aiy1 le reste de la division
euclidienne de a;_1 par ag.
Cet algorithme donne pged(m,n) = a, avec a, le dernier reste non nul.
Par la question ci-dessus on observe que si on pose Ay = X% — 1 alors
Ap=X"—1, A1 = X™ —1 et pour tout k tel que ar, # 0, Ax # 0 et Ax41 est
le reste de la division euclidienne de Ay_1 par Ay.
Par suite pged(X™ — 1, X™ — 1) = pged(Ag, A1) = pged(4y,A2) = -+ =
pged(Ap, Api1) = A4, = Xpeed(mn) _ 1 car Apt1 = 0 puisque apy1 = 0.

Exercice 31 : [énoncé]

(a) X3 —2X2 43X —2=(X —1)(X2— X +2).
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(b) X2 -3X2+3X-2=(X-2)(X2-X +1). le probléme revient & montrer que P(X) — X divise P(P(X)) — P(X).
(c) X34+3X2—2=(X+1)(X2+2X—2). On écrit P = Zzzoaka €eK[X] et on a
P(P(X))—P(X)= ap| (P(X)) — X
Exercice 32 : [énoncé] (P(X)) (X) kz:% k<( (X)) )
X4 X34 A2 X +2=(X2+2)( X2+ X+ (A —=2))+ (1 —2)X +6 -2\
Ee pglynén;e X2 +2 divise X? + X3 + AX? + uX + 2 si, et seulement si, avec P(X) — X divisant (P(X))k — X% car
=9 U =2

k—1
a® —bF = (a—b) Zaebk_l_z.
Exercice 33 : [énoncé] =0

On écrit P = Y"1 _,apr X" € K[X]
On en déduit que P(X) — X divise le polynéme P(P(X)) — P(X) et donc le

(&) Ona n polynéme P(P(X)) — X.
P(P(X)) - P(X) =Y ar([P(X)]" — X*)
k=0
avec P(X) — X divisant [P(X)])* — X* car Exercice 35 : [énonceé]

Posons D = pged(A, B). On a D? = pged(A?, B?) associé a A% donc
k-1 , , deg D? = deg A2 puis deg D = deg A.
a* =" = (a - b) Za b Or D | A donc D et A sont associés. Puisque D | B, on obtient A | B.
=0

(b) P(X)— X divise le polynome P(P(X)) — P(X) et le polynéme P(X) — X. Il
divise donc leur somme P(P(X)) — X. Exercice 36 : [énoncé]
(i) = (ii) Posons D = pged(A, B) qui est non constant.
Puisque D | A et D | B on peut écrire A= DV et —B = DU avec degV < deg A
et degU < deg B.
de sorte que AU + BV = DUV — DUV = 0.
P k (i) = (i) Supposons (ii)
PHI(X) - P(X) = Zak([P["] (X)} - x*) Si par I’absurde A A B = 1 alors, puisque A | —BV ona A| V.
k=0 Or V # 0 donc deg A < deg V' ce qui est exclu. Absurde.

(c) Par récurrence sur n € N*.
La propriété est immédiate pour n = 1 et vient d’étre établie pour n = 2.
Supposons la propriété vraie au rang n > 1.

Pl?l(X) = X divise [P?)(X)]" = X* donc PI")(X) — X divise
PIHI(X) — P(X). . ) )
R . . n Exercice 37 : [énoncé

Par hypothése de récurrence, P(X) — X divise alors plnt1] (X)— P(X) et SiANB =1 alLrs q e)liste U,V € K[X] tels que AU + BV — 1.

en’ﬁn on en (,iedul.t que P(X) — X divise P"HI(X) — X. On a alors A(U —V)+ (A+ B)V =1donc AA (A+ B) =1. De méme
Récurrence établie. BA(A+B)=1.

Par suite ABA (A+ B) = 1.

Si AB A (A+ B) =1 alors puisque pged(A, B) | AB et pged(A,B) | A+ B on a

Exercice 34 : [énoncé] pged(A, B) =1 puis AAB = 1.
Puisque ,
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Exercice 38 : [énoncé]

pged(A4,C) | A et pged(A, C) | C donc pged(A4, C) | BC puis

pged(A4, C) | pged(A, BC).

Inversement. Posons D = pged(A,BC). Ona D | Aet AAB=1donc DAB=1.
De plus D | BC donc par le théoréme de Gauss, D | C' et finalement

D | pged(4, O).

Exercice 39 : [énoncé]

Si a = b alors (X — a)? divise (X3 — a)? si, et seulement si, a est racine au moins
double de (X3 — a)?. Ceci équivaut & a® = a ce qui donne a € {—1,0,1}.

Les polynomes solutions correspondant sont alors X2, (X — 1)% et (X + 1), tous
réels.

Si a # b alors (X — a)(X —b) divise (X3 — a)(X? — b) si, et seulement si, a et et b
sont racines de (X3 — a)(X3 —b).

Si a® # b alors a et b sont racines (X2 — a)(X3 — b) si, et seulement si,

a®=a a>=b

B=b " \BP=a"
Dans le premier cas, sachant a # b, on parvient aux polyndmes
X(X —1),X(X+1)et (X —1)(X+1).

Puisque
a®=b — b=a?
¥ =a a=a ’

dans le second cas, on parvient & (X — e™/4)(X — e¥™/4) X2 4 1 et

(X _ efirr/4)(X _ 673i7r/4)‘

Ainsi quand a # b et a® # b3, on parvient & 6 polynomes dont 4 réels.

Enfin, si a # b et a® = b? alors (X — a)(X —b) divise (X3 — a)(X? — b) si, et
seulement si, a® = a ou a® = b. Quitte & échanger a et b, on peut supposer a® = a
et on parvient alors aux polynomes (X — 1)(X — 7), (X — 1)(X — j2),

(X +1)(X +7) et (X +1)(X +42) selon que a =1 ou a=—1 (le cas a = 0 étant
a exclure car entrainant b = a).

Au final on obtient 3 + 6 + 4 = 13 polynomes solutions dont 3 + 4 + 0 = 7 réels.

Exercice 40 : [énoncé]
(a) P(p/q) =0 donne

anp™ + an—1p" g+ -+ aipg" ' + apq™ = 0.

n—1

Puisque p | app™ + -+ a1pg™ ', onap|agg™ or pAg=1donc p|ag. De

méme q | ay,.

(b) Si P admet un racine rationnelle r = £ alors p € {—5,—1,1,5} et ¢ € {1,2}.

f% est racine de P.

q

-5

2

P=2X?-X?-13X+5= (2X+5)(X?-3X +1) = (2X+5) (X—3 + \/g> (X—3

(c) Si P est composé dans Q[X] alors P posséde une racine rationnelle, or ce

n’est pas le cas.

Donc P est irréductible dans Q[X].

Exercice 41 : [énoncé]

P(a) = P(b) = P(c) =1 et a,b, c deux a deux distincts donc

(X —a)(X —b)(X —¢) | P— 1.

De plus deg P < 3 donc il existe A € K tel que

P=MX—a)(X —b)(X —¢c)+1.

Puisque P(0) =0,on a A = —.

abe

Exercice 42 : [énoncé]

(a) L’egaliteé

sin((2n + 1)a) = Im (" D) = Im((cos a + isin )" *?)

donne en développant

sin((2n + 1)a) = Z(—l)p

(b) On observe

n

p=0

<2n—|—1

cos2("P) o gin?Pt! o
2p+1

sin((2n + 1)a) = sin®" ' aP(cot? @).

Posons 8 = an—” pour 1 < k < n. Les z, = cot? B sont n racines distinctes

+1

de P, or deg P = n, ce sont donc exactement les racines de P.

Exercice 43 : [énoncé]
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(a) On a
cos3x =4cos’z — 3cosx
donc
4a® — 3a = cos(m/3) = 1/2.
Ainsi a est racine du polynéome 8X3 — 6X — 1.
(b) Soit x une racine rationnelle de ce polynéme. On peut écrire = = p/q avec
pAq=1.0n a alors
8p> — 6pg® — ¢> = 0.
On en déduit p | 8p® — 6pg? = ¢>. Or p et ¢ sont premiers entre eux et donc
par le théoréme de Gauss p = +1. De plus ¢? | 6pg® + ¢> = 8p3 et, par un
argument analogue au précédent, ¢% | 8. Ainsi ¢ = +1 ou ¢ = £2.

Or 1,-1,1/2 et —1/2 ne sont pas les valeurs de cos(7/9). On peut donc
conclure que a est irrationnel.

Exercice 44 : [énoncé]

(a) Posons

- X —a;
PO =3 1o =2
i=1j#i J
OnadegP <n-—1et
V1 <k<mn,P(ag) =1.
Le polynéme P — 1 posséde donc n racines et étant de degré strictement
inférieur & n, c’est le polynoéme nul. On conclut P = 1.

(b) On a
AX) =Y T[X-a)
i=1 j#i
donc
A'(ai) = H (CLIL' - aj).
i#£j

La quantité

1
; Al(a;)

apparait alors comme le coefficient de X™~! dans le polynéme P.
On conclut que pour n > 2

1
> A,(ai)_o.

i=1

Exercice 45 : [énoncé]

Les racines de X? — 1 sont simples et toutes racines de XP? — 1.
Les racines de X7 — 1 sont simples et toutes racines de XP? — 1.
En dehors de 1, les racines de X? — 1 et X7 — 1 sont distinctes.
Comme 1 racine double de (X — 1)(XP?? — 1), on peut conclure

(X7 — 1)(X1 - 1) | (X — 1)(X77 1),

Exercice 46 : [énoncé]

(a) Posons P= (X +1)"—nX —1.0na P(0)=0et P =n(X+1)""1—n
donc P’(0) = 0.
0 est au moins racine double de P donc X? | P.

(b) Posons P =nX""? — (n+2).X""! + (n +2)X — n. On observe
P(1)=P'(1) = P"(1) =0.
1 est au moins racine triple de P donc (X — 1) | P.

Exercice 47 : [énoncé]

L+ X + X2 = (X —j)(X - 5°).

j et j2 sont racines de X>" + X3P+ + X39+2 donc
1+ X + X2 | X3+ X3p+l 4 x3a+2,

Exercice 48 : [énoncé]
On peut factoriser

XP+X+1=(X-j)X-j%.

On en déduit
X2+ X 4+1] X+ X" 41 <= jet ;% sont racines de X*" 4+ X" + 1.

Puisque X?" 4+ X™ + 1 est un polynome réel j en est racine si, et seulement si, j2
lest.
3sin=0][3]

2n n i) — 521 " =
(X" + X"+ 1)) =75"+J +1—{osinon.

Finalement
X244 X+1 [ X"+ X"+1 <= n#0][3].
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Exercice 49 : [énoncé]

Soit P solution. X | (X +4)P(X) donc X | P puis (X +1) | P(X + 1) donc
(X+1)| (X+4)P(X) puis X +1] P etc.

Ainsi on obtient que P(X) = X(X 4+ 1)(X 4 2)(X + 3)Q(X) avec

Q(X +1) =Q(X) donc Q constant.

La réciproque est immédiate.

Exercice 50 : [énoncé]

Dans un premier temps cherchons P vérifiant P(0) = 1, P(1) = 2,P'(0) = 3,

P’(1) = 4,P"(0) =5 et P"(1) = 6 puis on considérera P(X — 1) au terme des

calculs.

Un polynome vérifiant P(0) = 1 et P(1) = 2 est de la forme
PX)=X+1+X(X-1)Q(X).

Pour que le polynome P vérifie P'(0) = 3,P’(1) =4,P"(0) =5 et P"(1 ) =6

on veut que @ vérifie Q(0) = -2, Q(1) =3, Q'(0) = —-9/2 et Q'(1) =

Le polynome Q(X) =5X — 2+ X(X l)R(X) vérifie les deux premiéres

conditions et vérifie les deux suivantes si R(0) = 19/2 et R(1) = —5.

Le polynéme R = —2—29X + 12—9 convient.

Finalement

P(X)=X+1—|—X(X—1)<5X—2+X(X_1)<_229X+129>>

est solution du probléme transformé et

29

P(X) = ——X" +111X* - 655

X3 4+ 464X2 — 314X + 82

est solution du probléme initial.

Les autres solutions s’en déduisent en observant que la différence de deux
solutions posséde 1 et 2 comme racine triple.

Finalement, la solution générale est

29

—?X5 +111X* — %X‘”’ +464X? — 314X + 82+ (X — 1)3(X — 2)*Q(X)

avec @ € C[X].

Exercice 51 : [énoncé]

(a)

Puisque les racines communes a P et P’ permettent de dénombrer les
multiplicités des racines de P, on a

p = deg P — deg(pgcd(P, P'))

et des relations analogues pour g et r.
De plus, on a

PQ-QP=QR-RQ=RP-PR
et ce polyndme est non nul car les polynomes P, @, R sont non constants. En
effet, si P'Q — Q'P = 0, alors une racine de P est nécessairement racine de Q
ce qui est exclu.
Puisque les polynéme pged(P, P’), pged(Q, Q') et pged(R, R') divisent
chacun le polynome Q'R — R’'Q et puisqu’ils sont deux & deux premiers entre
eux (car P,Q, R le sont), on a

pged(P, P') pged(Q, Q") pged(R, R') | Q'R — R'Q.
Par considérations des degrés
degP —p+deg@ —q+degR—1r <deg@Q +degR—1

et donc
degP <p+gqg+7r—1

Soient n > 3 et P,Q, R vérifiant
P"+Q" =R"

Si a est racine commune aux polynémes P et @) alors a est racine de R. En
suivant ce raisonnement et en simplifiant les racines communes, on peut se
ramener a une situation ou les polynémes P, @, R sont deux a deux premiers
entre eux. Il en est alors de méme de P", Q" et R™. L’étude qui précéde
donne alors

ndegP <p+q+r

mais aussi, de facon analogue
ndegQ <p+qg+retndegR<p+q-+r.
En sommant ces trois relations, on obtient
n(deg P+ deg@Q+degR) <3(p+q+7)

ce qui est absurde car n > 3, deg P > p etc.
On en déduit que les polynémes P, @), R sont constants.
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Les solutions de I’équation
P'IL + QTL — RYL

apparaissent alors comme des triplets
P=aT,Q=pTet R=~T
avec a, 3,y € C et T € C[X] vérifiant
a’ﬂ + ﬂ’ﬂ — ,YTL‘
(c) Pour
L o oo
P:§(X +1),Q = §(X — et R=X

on a
P2+Q2:R2

ce qui produit un triplet solution d’une forme différente des précédents
obtenus pour n > 3.

Exercice 52 : [énoncé]

(a) Supposons v6 = p/q avec p A q = 1. On a 6¢*> = p? donc p pair, p = 2k. On
obtient alors 3¢% = 2k? et donc ¢ est pair. Absurde car p et ¢ sont premiers
entre eux.

(b) Par développement selon la formule du binéme de Newton

(a+Vb)"™ = ay + BV avec oy, By, € Z.

(¢) a+ Vb racine de P =3"}'_; a; X" donne
n n
Z apoy = (Z akﬁk> Vb.
k=0 k=0
L’irrationalité de v/b entraine
D aror = arBp =0
k=0 k=0

ce qui permet de justifier qu’alors P(a — v/b) = 0.

(d) Posons
Q=(X—-a+Vb)(X —a—Vb)=X?—2aX +a*>-becZ[X]

Par division euclidienne P = QS + T avec degT < 2. Or en posant cette
division euclidienne, on peut affirmer que S, T € Z[X] avec P,Q € Z[X] et Q
unitaire. a + vb,a — Vb racine de P entraine T = 0 et donc P = QS avec
Q,S € Z|X]. En dérivant P’ = Q'S + QS’ et a + /b entraine racine de P’
donne a + v/b racine de S. On peut alors comme ci-dessus justifier S = QR
avec R € Z[X] et conclure.

Exercice 53 : [énoncé]
(a) Si P(a) =0 alors P(a?) = —P(a)P(a+ 1) = 0 donc a? est racine de P.

(b) Si a # 0 et a non racine de 1'unité alors la suite des a®" est une suite de
complexe deux & deux distincts, or tous les termes de cette suite sont racines
de P or P # 0 donc ce polyndme ne peut avoir une infinité de racines.
Absurde.

Exercice 54 : [énoncé]

Si a est racine de P alors a?,a*,... le sont aussi. Comme un polynéme non nul n’a
qu’un nombre fini de racines, on peut affirmer que les a, a2, a?, ... sont redondants
ce qui implique a =0 ou |a| = 1.

Si a est racine de P alors (a — 1)? l'est aussi donc a —1=0ou |a — 1| = 1.
Sia#0eta#1on anécessairement |a| = |a — 1| = 1. Via parties réelle et
imaginaire, on obtient a = —j ou —j2.

Si P est solution, non nulle, alors son coefficient dominant vaut 1 et on peut
écrire :

P=X%X —1)?(X? - X +1)7. En injectant une telle expression dans 1’équation,
on observe que celle-ci est solution si, et seulement si, « = 3 et v = 0.

Exercice 55 : [énoncé]

Le polynéme nul est solution. Soit P une solution non nulle.

Si a est racine de P alors a? l’est aussi puis a?, a®, .. ..

Or les racines de P sont en nombre fini donc les éléments a2” (n € N) sont
redondants. On en déduit que a = 0 ou a est une racine de 'unité.

De plus, si a est racine de P alors (a — 1) est aussi racine de P(X + 1) donc

(a —1)? est racine de P. On en déduit que a — 1 = 0 ou a — 1 est racine de I'unité.

Sia##0,1alors |a| = |a— 1| =1 d’ott 'on tire a = —j ou —j>.
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Au final, les racines possibles de P sont 0,1, —j et —j2.
Le polynéme P s’écrit donc

P(X) = AX*(X = DX +)7(X +52)°
avec A # 0, o, 8,7,6 € N.
En injectant cette expression dans I’équation
P(X?*) =P(X)P(X +1)
on obtient
MN=Na=pety=6=0.

On conclut
P(X)=(X(X -1))"

Exercice 56 : [énoncé]

(a) Si a est une racine de P non nulle alors a?,a?, ... sont racines de P. Or P # 0
donc P n’admet qu’un nombre fini de racines. La série précédente est donc
redondante et par suite a est une racine de 'unité et donc |a| = 1.

Si a = 0 est racine de P alors 1 = (0 + 1)? aussi puis 4 = (1 + 1)? lest
encore,. . . et finalement P admet une infinité de racines ce qui est exclu.
Finalement les racines de P sont toutes de module 1.

(b) Soit a € C une racine de P. a + 1 est racine de P(X — 1) donc (a + 1)? est
aussi racine de P. Il s’ensuit que |a| = |a + 1| = 1. En résolvant cette double
équation on obtient @ = j ou j2 et donc P est de la forme

P(X) = A(X = j)*(X —52)°.

Le nombre j est racine de multiplicité o de P donc j est racine de
multiplicité au moins « de

P(X?) = (X? = j)™(X? — j%)°
et par suite 8 > «. Un raisonnement symétrique permet de conclure 8 = « et
le polynomeP est de la forme
MXZ+ X +1)~
Un tel P est solution du probléme posé si, et seulement si,
M X2+ D)= M(X -1+ (X - 1)+ D)¥(X2+ X + 1)~

égalité qui est vérifiée si, et seulement si, A = 1.
Finalement les solutions du probléme posé sont les polynomes
P=(X?+X +1)*avec a € N.

Exercice 57 : [énoncé]

Supposons P solution.

Le coefficient dominant A de P vérifie A\ = A\? et donc est égal a 1.

Si a est racine de P alors a? et (a + 1)? le sont aussi.

Si a # 0 est une racine de P alors a2, a?, ... sont racines de P. Or P # 0 et donc
P n’admet qu’un nombre fini de racines. La suite précédente est donc redondante
et par conséquent a est une racine de 'unité. En particulier |a| = 1.

Si a = 0 est racine de P alors 1 = (0 + 1)? aussi puis 4 = (1 + 1)? lest encore,. . .et
finalement P admet une infinité de racines ce qui est exclu.

Finalement les racines de P sont toutes de module 1.

Or si a est racine de P, (a + 1)? I’étant encore et donc

la] = ]a+1] = 1.

Les seuls complexes vérifiant cette identité sont j et j2 (ce sont les points
intersection du cercle unité et du cercle de centre —1 et de rayon 1 du plan
complexe). On en déduit

P=(X?+X+1)"

car P est un polynome réel et que donc ses racines complexes conjuguées sont
d’égales multiplicités.
Inversement, on vérifie par le calcul qu’un tel polyndme est bien solution.

Exercice 58 : [énoncé]
Le polynéme nul est solution. Soit P une solution non nulle.
Si a est racine de P alors a? l’est aussi puis a?, a®, .. ..
Or les racines de P sont en nombre fini donc les éléments 2" (n € N) sont
redondants. On en déduit que a = 0 ou a est une racine de 'unité.
De plus, si a est racine de P alors (a + 1) est aussi racine de P(X — 1) donc
(a+1)? est racine de P. On en déduit que a+ 1 =0 ou a + 1 est racine de 1'unité.
Sia+#0,—1alors |a| = |a+ 1| =1 d’ott l'on tire a = j ou j2.
Au final, les racines possibles de P sont 0, —1,j et j2.
Le polynoéme P s’écrit donc P(X) = AX*(X + 1)#(X — 7)7(X — j2)° avec A # 0,
a,B,7v,6 € N.
En injectant cette expression dans ’équation P(X?) = P(X)P(X — 1) on obtient
N=)Na=8=0ety=24.
On conclut

P(X)=(X*+X+1)".

Exercice 59 : [énoncé]
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(a) Dans C[X]
X' —1=(X-1)(X+1)(X —i)(X +1)
et dans R[X]
Xt 1=(X-1)(X+1)(X2+1).
(b) Dans C[X]
1= X —e*57)
k=0
et dans R[X]

2 4
X5 —1=(X-1)(Xx? —2(zos€7r.X'—|-l)(X2 —2COS§X—‘F1).

(c) Dans C[X]

(X2=X41)%4+1 = (X2 =X +144) (X2 =X +1-1) = (X —

et dans R[X]

(X2 - X +1)4+1=(X2+1)(X?-2X +2).

Exercice 60 : [énoncé]

(a) X*+X2+1=(X2+1)22-X2= (X2+X+1)(X2 X +1)

(b) X4+ X2 -6=(X2+1/2)2-25/4=(X?-2)(X?+3)=
(X = V2)(X +v2)(X? +3)

() X8+ X4 4+1=(X*"+1)?2 - (X?)?2 = (X* - X2+ 1)(X*+ X% +1) puis

X X441 ==(X2+ X +1)(X?2 - X +1)(X2+V3X +1)(X% - V3X +1).
Exercice 61 : [énoncé]
Les racines de (X +1)" — (X —1)™ sont les z = cot avec k € {1,2,...,n—1}.
Par suite
n—1 kr
11 (X = cot —) [ (X +1)" = (X =0)"
k=1

et il existe A € K tel que

(X +1)" -

i) (X — 1) (X +i) (X —1—1)

Le coefficient dominant de (X + i)™ — (X —1)™ étant 2ni, on obtient

n—1
km
X +i)" — (X —1)" = 2ni — cot ).
(X +1)" = (X —1)" =2ni [] (X - cot —)
k=1
Exercice 62 : [énoncé] _
Les racines complexes de P sont les wy = et avec k € {0,...,2n}.
On observe @y, = way,—j pour k € {1,...,n} donc

P=(X-1) H X —wp)(X —wp) =

- 2k
H(X2—2cos il X+1).
Pl 2n+1

Exercice 63 : [énoncé]
Les racines de X2 — 2cos(na)X + 1 sont €™® et e~"% donc

X2 —2cos(na)X™ +1= (X" — ") (X" — ein9),

Les racines de X™ — ™ sont les !¢+ 2+7/" avec k € {0, . ..
X™ —e7'% g’en déduisent par conjugaison.

,n— 1} et celles de

Ainsi
n—1 n—1
in -2 Cos(na)X" + 1= H (X _ ela+21k7‘r/n) H (X _ e—la—12k‘n’/n)
k=0 k=0

dans C[X] puis

n—1 n—1
o o 2k
X"—2cos(na)X"+1 = [ (X — el ot@kn/m)(X — e7lem2ikn/my — TT (X2 - 2cos <a + =
k=0 k=0 "

dans R[X].

Exercice 64 : [énoncé]
Notons x1, x2, x3, x4 les racines du polynéme considéré avec xy + zo = 2.

o1=x1+Tos+x3+24=0
09 = T1X2 +I15€3 + X124 —|—I21‘3 + Toxy —|—£E31‘4 =0

03 = L1223 + T1X2X4 + T1T3T4 + T2X3L4 = —12
04 = X1T2T3T4 = —D
o1 donne z3 + x4 = —2, 09 donne x1x9 + 374 = 4 et 03 donne x1x9 — 374 = 6.
On obtient z129 = 5 et x3xy = —1.

x1 et x5 sont les racines de X2 —2X + 5 je. 1+ 2i.
x5 et x4 sont les racines de X2 +2X —1ie —1+ V2.
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Exercice 65 : [énoncé]
Notons x1, z2, 3 les racines de X3 — 7X + X. On peut supposer o = 2z;.
Les relations entre coefficients et racines donnent :

r1+x9+23=0

T1To + Toxz + X301 = —7
T1XoT3 — -2
d’ou
Ir3 = —3$1
2% — 623 — 323 = -7
—623 = —\
puis
T3 = —31‘1
2 =1
A = 623,

Pour que X? — 7X + X admette une racine double d’une autre il est nécessaire que
A=6ou —6.

Pour A = 6, X3 — 7X + 6 admet 1,2 et — 3 pour racines.

Pour A = —6, X3 —7X — 6 admet —1, —2 et 3 pour racines.

Exercice 66 : [énoncé]

Notons 1, x2, 3 les racines de X3 — 8X2 + 23X — 28. On peut supposer
xr1 + 29 = 3.

Les relations entre coefficients et racines donnent :

Ty + T2 +x3 =28 r3 =4
2129 + Taxg + 2371 = 23 d’ou { x129 + 4(w2 + x1) = 23.
T1X9T3 — 28 41311‘2 =28

Pour déterminer z; et x5 il reste a résoudre z? — 4z + 7 = 0.
Finalement x; = 2 + i\/?;7 xo=2—1V3 et x3 = 4.

Exercice 67 : [énoncé]

01 :1‘1+1‘2+l’3:2+\@
(a) 09 = X1X2 + XLoX3 + T3x1 :2\/§+2,
03 — X1T2x3 = 2\/5
On en déduit 2% + 23 + 23 = 0% — 209 = 2,
2222 + 2322 + 222? = 02 — 20301 = 4 et 22322 = 8.
Donc 22, 73 et 22 sont racines de 23 — 222 4 42 — 8 = 0.

(b) 2 est racine de ’équation ci-dessus :
23 =222 + 42 — 8= (v — 2)(2? +4) = (v — 2)(z + 2i)(x — 2i).
Quitte a réindexer : 27 = 2,23 = 2i et 23 = —2i d’oit 71 = +v/2, 25 = £(1 +1)
et x5 = £(1 —1).
Puisque x +x2+x3:2+\/§, on a r; :\/§7I2 =1l+ietz3=1-—1.

Exercice 68 : [énoncé]

(a) Soit (z,y,z) un triplet solution
Onaoci=z+y+z=1,03 =zyz=—4 et

1 1
+o+ ) =4

ngxy+yz+za::xyz(§ i

Par suite z,y, z sont les racines de :
X3~ X2 400X —03=X3 - X? 4X +4=(X - 1)(X —2)(X +2).

Donc {z,y, z} = {1,-2,2}.
Inversement de tels triplets sont solutions.

(b) Soit (x,y, z) un triplet solution de

zly+2)=1 (1)
yetn) =1 (2)
zZz+y)=1 (3)

(1) = (2) donne zz = yz, (3) donne z # 0 donc = = y.
De méme on obtient z = z.
Ainsiz=y=2z2= 1/\/§ ou —1/\/5.
Inversement de tels triplets sont solutions.
(c) Soit (x,y,z) un triplet solution.
Posons S; =x+y+2=2,8 =22+ y> + 22 =14 et S3 = 2> + > + 25,
Déterminons 01 =z + y + 2,02 = 2y + yz + 2x et 03 = xY2.
On a g1 = 2.
S? — Sy = 205. Par suite o = —5.
Posons t = 2%y + ya? + y?z + 2y + 222 + 222
On a5152 :Sg+t d’oﬁtleSg *Sg =8
On a S} = S5 + 3t + 603 d’ott 03 = §(SF — S3 — 3t) = —6.
Par suite z,y, z sont les racines de

X3~ X2 409X —03=X>-2X? -5X+6=(X—1)(X+2)(X —3).

Donc {’JJ, Y, Z} = {17 723 3}
Inversement de tels triplets sont solutions.
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Exercice 69 : [énoncé]
En développant

11 1V 1 1 1 2 2 2
St ) =S5ttt —+—

r Yy z T Yy 22 1y yz 2z
avec
2+2 2 2z+x+y)
Ty yz zx 2xyz N

Exercice 70 : [énoncé]

(a) On a

(X o 1)Pn — xntl _ 1= H (X _ e2ik7r/(n+1))
k=0
donc N
P, = H (X o e2ik7r/(n+1))‘
k=1

(b) P,(1)=n+1et

n : n kﬂ' n s km
_ _ 2ikm/(n+1)y _ (_9n\n . ik
P()=J](1-e )= ( m)IIm(n+l)IIeH

k=1 =1 k=1

mais

n
H il = exp(inm/2) =1i"
k=1

ﬁsin kr n+1
pie n+1 n

donc

Exercice 71 : [énoncé]
On écrit

P = Zaka avec a, # 0.
k=0

Notons ay la somme des zéros de P®). Par les relations coefficients racines d’un

polynome scindé

 Gp1 ~ (n—1)ap_1  (n—2)ap1
g = — S = —————— g = ——————— .
an NGy, NGy,

_ (n—k)an_ _ Gp
Q= ———"— .., Qp_1] = ——.
Ny nan
Les ag,aq, ..., a,—1 sont donc en progression arithmétique de raison a,,—1/na,.

Exercice 72 : [énoncé]
Puisque a + 5 +~v = —a, on a

« o
B+ ~v+a a+p a+a a+p a+7
et réduisant au méme dénominateur

o 3 —2ab+3
n Jé] 4 v e ab+ 3¢
B+~v ~v+a a+p ab—c

car aff + By +ya=bet afy = —c.

Exercice 73 : [énoncé]
Soit (z,y, z) un triplet de complexes et
PX)=(X-2)(X —y)(X —2) = X3 - pX?2 4+ ¢X — 7 avec

p=z+y+z
q=xYy +yz+zx
= ITY=z.

On a
(x+y+2)?2=249°+ 22 +2(xy + yz + 22).

Posonst:m3+y3+z3 et s:xy2+ym2+y22+zy2+zx2+x22
On a
(x+y+2)(a?+y*+2°)=t+set pg=s+3r

donc ¢t = 3r — pgq.
Puisque z,y, z sont racines de XP(X) = X* — pX3 +¢X? —rX,on a

ot oyt 2t =t — g x (P P+ 22 Forp.
Puisque z,y, z sont racine de X2P(X) = X% — pX* +¢X3 —rX% on a

27y + 27 =plat +yt + 1Y) —q(@® + 7+ %) +r(a® Y+ 7).

On en déduit que (z,y, z) est solution du systéme posé si, et seulement si,

P =2q
pt+rp=20
—qt =0
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c’est-a-dire, sachant t = 3r — pq,

P =2q
p(4r —pg) =0
q(3r —pq) = 0.
Ce systéme équivaut encore 4
p* =2
2pr = ¢°
3qr = pq?
et aussi a
P’ =2q
2pr = ¢
qr = 0.

Que r soit nul ou non, le systéme entraine ¢ = 0 et est donc équivalent au systéme

p=0

q=0.
Ainsi, un triplet (x,y, z) est solution du systéme proposé si, et seulement si, x, y
et z sont les trois racines du polynéme P,.(X) = X3 —r (pour r € C quelconque).

En introduisant a € C tel que a® = r, les racines de P,(X) sont a,aj et aj.
Finalement les solutions du systéme, sont les triplets (x,y, z) avec

r=a,y=ajetz=aj>

pour a € C quelconque.

Exercice 74 : [énoncé]
On a
P/(X) z": 1
P(X) X -
k=1
donc

P’ "

—

Par développement limité & un ordre IV, on a quand x — 400

puis
N
S 1
/(o)
o) = 3 %)+ o s ).
/=0
Or
zP'(z) = nagz™ + (n — Dayz" ' + -+ an_y

et

o~ St

Z — = bol‘ + blx + cee bN+2n$N7n

/=0 !
avec

bo = apSp, b1 = apS1 + a1, ...
min(k,n)
by = Z apSk—¢
£=0
Par unicité des coefficients de z™, 2"~ !,...,1 de notre développement limité
généralisé, on obtient
k
VO<k< n,ZagSk_g = (n — k)ag.
£=0

Pour k = 0, on obtient Sy = n (ce qui était immédiat) et on en déduit

k—1
Vo< k< n,Zasz_e + kap = 0.
£=0

Par unicité des coefficients de 1/x,1/22,... de notre développement limité

généralisé, on obtient

Vk>n,>  apSi_s = 0.
£=0

Exercice 75 : [énoncé]

(a) 1,4,52 conviennent.

(b) Introduisons le polynoéme P(X) = (X — a)(X — b)(X — ¢). Les coefficients de
ce polynéme s’expriment 3 partir de S;1 =a+b+c, Sy =a? +b> 4+ c? et
S3 = a® + b3 4 3, le polyndme P est donc & coefficients réels. S’il n’admet

pas trois racines, il posséde deux racines complexes conjuguées. Celles-ci sont
alors de méme module ce qui est exclu.
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Exercice 76 : [énoncé]
(@) foraxr 1, firx—a, for x> 2202 —let f3: x> 42° — 32

(b) fat+1(z) + fr_1(z) = cos((n + 1)0) + cos((n — 1)0) = 2cos O cos nf = 2z f,(x)
en posant § = arccos .

Existence : Par récurrence double sur n € N.
Pourn=0etn=1:Ty=1et Ty = X conviennent.

Supposons le résultat établi aux rangs n — 1 et n > 1.

Soit T}, +1 le polynome défini par T), 11 = 2XT;, — 151

On a Thi1(2) = 22T (x) — To-1(2) = 22fn(2) — fa-1(2) = fas1(@).

Le polynéme 7,1 convient. Récurrence établie.

Unicité : Si T;, et R, conviennent, alors ceux-ci prennent mémes valeurs en
un infinité de points, ils sont donc égaux.

()

Comme T, 41 = 2XT,, — T),—1, on montre par récurrence double sur n € N
que Yn € N,deg T}, = n.

Il est alors aisé de montrer, par récurrence simple, que le coefficient dominant
de T;, est 2"~ pour n € N*. Notons que le coefficient dominant de Tj est 1.

Résolvons 'équation T;,(z) = 0 sur [—1;1] :

— 1 = [z
cos(narccosx) = 0 <= narccosz = 5 [r] <:>k arccosz = 2 [Z]
Ap 2k+1
Posons zg, x1,. .., T,—1 définis par x; = cos ( 22 =

Zo,T1,...,Tn—1 forment n racines distinctes appartenant a |—1;1[ du
polynome T,.

Or degT,, = n donc il ne peut y avoir d’autres racines et celles-ci sont
nécessairement simples.

Exercice 77 : [énoncé]

(a) ag,...,@i—1,Qit1,...,a, sont racines de L; donc Vj # i, L;(a;) = 0.
De plus
. - A — ay
Ll(al) _ HOSjgn,j;éz( J) —1
Hogjgn,j;éi (ai — a;)
Donc
V_j S {0, 1, e ,n}7 Li(aj) = (SiJ‘.
(b) Posons Q = >_"" , P(a;)L;(X), on a
Q(a;) = Plai)Li(a;) = > P(a;)di ; = P(a;)
i=0 i=0

P et @ sont deux polynomes de degré inférieur & n et prenant mémes valeurs
aux n + 1 points ag, aq, ..., a, ils sont donc égaux.

Exercice 78 : [énoncé]

(a)

Par récurrence sur n € N
Pour n =0 : ok avec P, = X.
Supposons la propriété établie au rang n — 1 € N.

1+ Py 2P, =1+XP, P, —P>=1+X(XP, - P, 1)P, — P2
Par I’hypothése de récurrence
1+ PyoP, = X*P? — XP, 1P, — P, _1Pp1
donc
1+P, 2P, = X*P>*-XP, 1P,—P, (XP,—P,_1)=X?P2-2XP, P, +P?_ | =

Récurrence établie.

La relation ci-dessus peut se relire : UP,, + V P41 = 1. Donc P, et P, sont
premiers entre eux.

Par récurrence sur m € N, établissons la propriété :
Vn € N*7Pm+n = Pan+1 — Py 1P

Pour m =0 : ok
Supposons la propriété établie au rang m > 0. Pour tout n € N*

Pi

T

Pm+n+1 - PnJrleJrl_Pan - (XPn_Pnfl)Pm+1_Pan - (XPm+1_Pm)Pn_Pn7

donc
Pm+n+1 = Pm+2Pn - Pn71Pm+1~
Récurrence établie.
Posons D = pged(Py, Poym) et E = pged(Py,, Pr,).
Comme P,y = PyPpi1 — Poo1Ppona E | D.
Comme P, 1Py, = P,Pyi1— Pninet PbAP,_1=1onaD|E.
Finalement D = FE.
En notant r le reste de la division euclidienne de m par n on am =nqg+r
avec ¢ € N et

peed(Py,, Pr,) = pged(Py, Pr—m) = pged(Py, Po—om) = ... = pged(P,, P,).

En suivant ’algorithme d’Euclide menant le calcul de pged(m, n)
simultanément avec celui menant le calcul de pged(P,,, P,,), on observe que

ngd(Pn7 Pm) = Ppgcd(m,n)-
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Exercice 79 : [énoncé]
Par la formule de dérivation de Leibniz

d" —x, n\ __ . n n\(n— —x _ . n! n! —x
(e )—;(k)@c SN = D e et
donc
L = zn:(—l)k (n])Z Xk
" Pt (K12 (n —k)!

est un polynome de degré n et de coefficient dominant (—1).

Exercice 80 : [énoncé]

On a
cosnf = Re(e™?) = Re< <Z> i* cos™ " § sin® 9)
k=0
donc
E(n/2) n
N ¢ n—2¢ 2 4
cosnf = ZZg (-1) (%) cos 0(1 — cos” 6)

est un polynoéme en cos 6. Cela assure 'existence de 77, 'unicité provenant de ce
que deux polynomes coincidant en un nombre infini de points sont nécessairement
égaux.

(a)
cos(n + 1)0 + cos(n — 1)8 = 2 cos f cosnf

donne
Thy1 —2XT,+T,—1 =0.

(b) On a
T, (cos ) = cosnb

donc en dérivant
—sin 0T, (cos @) = —nsinnfd

et
sin? 0T (cos 0) — cos 0T, (cos ) = —n? cos né.

On en déduit par coincidence de polynémes sur [—1;1] que

(1 - X)HT! — XT) +n*T,, = 0.

(c) En dérivant cette relation a l'ordre k :
(1—X2)TW+2) _op X T*+D _ (e —1)TF) — X T*+D _ () 27 F) — o (1) .
En évaluant (1) en 1 :
(2k + )T (1) = (n? — )T (1).

Comme Téo)(l) =1, on obtient
(22" k! .
T(k)(l) _ {(n—k)!(n—i—k)!(Qk-i—l)! sik<n

n .
0 sinon.

En évaluant (1) en —1 :
2k + DTEV (1) = —(n® = KT (1),

Comme TT(LO)(—l) = (—1)", on obtient

TV (-1) = (-1)" TP ().

Exercice 81 : [énoncé]

Soit (P, Q) un couple solution.

Si le polynome P est constant alors nécessairement Q = 0 et P = £1. Vérification
immeédiate.

Sinon, posons n = deg P € N*. La relation P? + (1 — X?)Q? = 1 impose que P et
() sont premiers entre eux et en dérivant on obtient

PP — XQ? + (1 - X*)QQ' = 0. Par suite Q | PP’ puis Q | P’. Par des
considérations de degré et de coefficient dominant on peut affirmer P’ = +nQ.
Quitte & considérer —(@Q, supposons P’ = n(Q et la relation

PP — XQ*+ (1 - X?)QQ" =0 donne (1 - X*)P" - XP' +n?P=0.

Résolvons I'équation différentielle (1 — ¢%)y” — ty’ + n?y = 0 sur [—1;1].

Par le changement de variable ¢ = cos @, on obtient pour solution générale

y(t) = Acos(narccost) + psin(n arccost).

La fonction ¢ +— cos(n arccost) est polynomiale (cf. polynome de Tchebychev),
cela définit le polynéme T,.

La fonction ¢ — sin(n arccost) ne ’est pas car de dérivée \/% cos(n arccost) non
polynomiale.

Par suite P = AT, et Q = 177,

La relation P? + (1 — X?)Q? = 1 évaluée en 1 impose A\? = 1 et finalement

(P,Q) = (£T, £1T}).

Vérification : pour le couple (P, Q) = (£T,,,=+T},), le polynome P? + (1 — X?)Q?
est constant car de polynéme dérivé nul et puisqu’il prend la valeur 1 en 1, on
peut affirmer P? + (1 — X?)Q? = 1.
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Exercice 82 : [énoncé]
(a) P2:X2—2, P3:X3—3X

Par récurrence double sur n € N, on montre deg P, = n et coeff(P,) = 1.

(b) Par récurrence double sur n € N :
Pourn=0etn=1:0k

Supposons la propriété établie aux rangs n et n + 1 (avec n > 0)

et alors
n n

Popr(X) =) (n+1—k)apXF +3 " kap X471
k=0 k=1
est un polynome de degré n + 1 & coefficients positif ou nul.
Récurrence établie.
Par la relation de récurrence obtenue ci-dessus

1 1 1 1 2 3
_ _ _ 1 n+1 g P nt2 P(X)=X,P(X)=1+X"et P3(X)=5X+X
Po2(2) = (2+1/2) Py (2)=Pu(2) =, <z+z) <z +Z”+1) <z +Zn) =" 1(X) 2(X) 5(X)
. . . et
Récurrence etabhe'. ‘ ‘ ‘ Poii(1) = (n+1)Py(1)
(c) Pn(2cos) = P,(e'? +e71) =el"? + 71" = 2cosnf. d
onc

(d) Soit x € [-2;2]. I existe 6 € [0; 7] unique tel que z = 2cos¥.

P,(z)=0 < cosnd =0 <= Jke{0,....n—1},0 = ———

P,(1) =n!

Par suite les zj, = 2005(”2?”) avec k € {0,...,n — 1} constituent n racines

distinctes de a,, # 0 et ag # 0. Puisque le polynéme P, est de degré n, il n’y

en a pas d’autres.

Exercice 83 : [énoncé]

Montrons la propriété par récurrence sur n > 1.
Pour n =1, P;(X) = X convient.

Supposons la propriété vraie au rang n > 1.

En dérivant la relation

P, (sinz)
(cos z)nt1

f (@) =

on obtient
(n+1)sinxzP,(sinz) + cos® P! (sinz)

f(n+1)(x) — (conz)™2

Posons alors
Poii(X) = (n+ D)X Po(X) + (1 - X*) P (X)

de sorte que
P, t1(sinz)
(n+1) () — Ln+l
/ (z) (cosz)nt2

On peut écrire

P, (X) = Zaka avec ai > 0,a, #0
k=0
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