
[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017 Enoncés 1

Structures algébriques

Caractéristique d'un corps

Exercice 1 [ 00133 ] [Correction]

(a) Montrer que si p est nombre premier alors

∀k ∈ {1, . . . , p− 1}, p divise

(
p

k

)
.

(b) En déduire que si K est un corps de caractéristique p 6= 0 alors

∀(a, b) ∈ K2, (a+ b)p = ap + bp.
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

(a)
(
p
k

)
= p

k

(
p−1
k−1

)
donc p divise k

(
p
k

)
. Or p ∧ k = 1 car p est premier et

k ∈ {1, . . . , p− 1} donc p divise
(
p
k

)
.

(b) Par la formule du binôme,

(a+ b)p =

p∑
k=0

(
p

k

)
akbp−k.

Or pour k ∈ {1, . . . , p− 1},
(
p
k

)
= 0 dans K car p |

(
p
k

)
et le corps K est de

caractéristique p.
Après simpli�cation, on obtient

∀a, b ∈ K, (a+ b)p = ap + bp.

On en déduit que l'application x 7→ xp est un endomorphisme du corps K. De
plus celui-ci est injectif car

xp = 0K =⇒ x = 0K

et, si l'on sait que K est un corps �ni, on peut ajouter que x 7→ xp est un
automorphisme [connu comme étant l'automorphisme de Frobenius].
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