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Partie II 

1. Unicité : Soit F  et G  deux solutions. 
F  et G  sont toutes deux primitives de f  donc C∃ ∈ℝ  tel que [ ]0,t π∀ ∈ , ( ) ( )F t G t C= + . 
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Ainsi F  est solution. 
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Ainsi, connaissant 0 2, , pβ β −… , on détermine 1pβ − . Cela assure l’existence et l’unicité de ( )p pβ ∈ℕ . 

Si l’on tient à être plus précis, on peut aussi écrire : 
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4.c Montrons par récurrence sur p ∈ℕ  que ˆ
p pB B= . 

Pour 0p= , [ ]0,t π∀ ∈ , 0( ) 1B t =  et 0
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Récurrence établie. 
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Partie III 

1. 
2

2 2 ( 1)
2

1 1

e 1 e e sin
cos(2 ) Re e Re e Re e cos( 1)

e 1 e e sin

int int intn n
ikt it n it

it it i
k k

nt
kt n t

t

−
+

−
= =

     − −     = = = = +          − −     
∑ ∑ . 

Or sin(2 1) sin sin(( 1) ) sin(( 1) ) 2cos( 1) sinn t t n t nt n t nt n t nt+ − = + + − + − = +  

donc 
1

sin(2 1) sin sin(2 1) 1
cos(2 )

2sin 2sin 2

n

k

n t t n t
kt

t t=

+ − +
= = −∑  puis la relation voulue avec 

1

2
λ= . 

2. ( )
0 0

0

( )cos(2 1) 1
( )sin (2 1) d ( )cos(2 1) d

2 1 2 1

f t n t
f t n t t f t n t t

n n

π
π π + ′ + = − + +

 + + 
∫ ∫  

or 
0

(0) ( )( )cos(2 1)
0

2 1 2 1

f ff t n t

n n

π
π  ++

 − ≤ →
 + + 

 et 

0 0

1 1
( )cos(2 1) d ( ) d 0

2 1 2 1 2 1

C
f t n t t f t t

n n n

π π

′ ′+ ≤ = →
+ + +∫ ∫  

donc ( )
0

( )sin (2 1) d 0f t n t t
π

+ →∫ . 

3.a 1, 2 2 2
0 0

0

1 1
( )cos(2 )d ( )sin(2 ) ( )sin(2 )d

2 2kI B t kt t B t kt B t kt t
k k

π
π π 

′ = = −
  

∫ ∫  

donne 1, 1 1 12 20 0
0

1 1 1
0 ( )sin(2 )d ( )cos(2 ) ( )cos(2 )d

2 (2 ) (2 )kI B t kt t B t kt B t kt t
k k k

π
π π 

  ′= − = −  
∫ ∫  

puis 1 1
1, 2 2 20

( ) (0) 1
cos(2 )d

(2 ) (2 ) (2 )k

B B
I kt t

k k k

ππ π−
= − =∫  

3.b , 2 2 2
0 0

0

1 1
( )cos(2 )d ( )sin(2 ) ( )sin(2 )d

2 2p k p p pI B t kt t B t kt B t kt t
k k

π
π π 

′ = = −
  

∫ ∫  

donne , 2 1 2 1 2 12 20 0
0

1 1 1
( )sin(2 )d ( )cos(2 ) ( )cos(2 )d

2 (2 ) (2 )p k p p pI B t kt t B t kt B t kt t
k k k

π
π π

− − −

 
  ′=− = −  

∫ ∫  

puis 2 1 2 1
, 2 2 1,2 2 20

(1) (0) 1 1
( )cos(2 )d

(2 ) (2 ) (2 )
p p

p k p p k

B B
I B t kt t I

k k k

π
− −

− −

−
= − =−∫  

3.c 
1 1

, 1, 2, 1,2 4 2( 1) 2

1 1 ( 1) ( 1)

(2 ) (2 ) (2 ) (2 )

p p

p k p k p k kp p
I I I I

k k k k

π− −

− − −

− −
=− = = = . 



4.a ( )2 2
0 0

sin(2 1)
( )sin(2 1) d ( ) (0) d

sinp p p

n t
t n t t B t B t

t

π π

ϕ
+

+ = −∫ ∫  

or 
1

sin(2 1)
2 cos(2 ) 1

sin

n

k

n t
kt

t =

+
= +∑  

donc ( )2 2
0 0

1

( )sin(2 1) d ( ) (0) 2 cos(2 ) 1 d
n

p p p

k

t n t t B t B kt t
π π

ϕ
=

  + = − +   ∑∫ ∫  

mais 2
0

( )d 0pB t t
π

=∫  et 2
0

(0)cos(2 )d 0pB kt t
π

=∫  donc 

2 2 , 2
0 0

1 1

( )sin(2 1) d 2 ( )cos(2 )d (0) 2 (0)
n n

p p p p k p

k k

t n t t B t kt t B I B
π π

ϕ π π
= =

+ = − = −∑ ∑∫ ∫  

donc 
1

22 1 20
1

( 1)
( )sin(2 1) d (0)

2

pn

p pp p
k

t n t t B
k

π π
ϕ π

−

−
=

−
+ = −∑∫ . 
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Partie IV 
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Par suite 0nu →  et donc, à partir d’un certain rang 
1

2nu < . 



3.b Pour tout [ ]0,1x ∈ , [ ](1 ) 0,1n nx x− ∈  car [ ], (1 ) 0,1n nx x− ∈ . 
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3.c La fonction ( )sinn
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C’est absurde car nA ∈ℤ . Par suite 2π  est irrationnel. 

3.d Si π  est rationnel alors 2π  l’est aussi, or ceci est faux donc π  est irrationnel. 

 


