Calcul et irrationalité de zeta(2)

Dans ce probléme, pour une fonctignet un entier naturet , /) désigne la dérivéé ™ de la fonctionf
avec f© = f .Sauf s'il est précisé entier naturel, un entiartf@re positif ou négatif.
Les parties |, Il et IV sont indépendantes entiesel

Partie | — Convergence de la SU{'Ekip]
n>1

k=1

n

Dans cette partiep et n sont deux entiers naturels non nuls ayee 2, et on poses, (p) = R
k=1

1. Etudier la monotonie de la suitg, (p))

n>1"

2.a  Montrer que pour tout entiér>1,

1 Sfmidtg—l.
(k+1)7 koot? k”

2.b  Montrer que pour towt >2, S (p)—1< "idr gi.
' 1 og” p—1

2.c  Conclure ques (p) converge. On posé(p)= lim S (p) .
n—-+00 )

Partie Il — Nombres de Bernoulli

1. Soit f une fonction définie et continue si@, x| a valeurs réelles.
Montrer qu'il existe une unique fonctiofi:[0,7| — R de classeC* telle que :
F'=f etf”F(t)dt: 0
0
2. Pour toutp € N, on considére les fonction8, :[0,m| — R définies par :
B,=letvVpeN, B, =B, et [ B, ()d=0.
2.a  ExprimerB,(t) et B,(1).
2.b  Montrer que pour toyt > 2, B, (0)= B, (7).

3.a  Montrer qu'il existe une unique suite reglig),, telle que :

peN

p
B, =1 et pour toutp > 2, Z(%)BH =0
k=1
3.b  Calculerg,, 5,, 5, et j,.
4. Pour toutp €N, on définitép :[0,r] =R par:

Vieloq], B, () = %zp:(}g)ﬂp_kwp-ktk .

4.a Calculerj:f%p (t)dt et observer que pour topt>1, By’(t):éyfl(t).

4.b  Endéduire que pour topte N, B = f?y .
4.c  QuevautB (0) ?



Partie Il — Calcul de¢(2p)

1. Calculer, poutt € }O,ﬂ , Zcos(l:t ) puis déterminer une constantetelle que :
k=1
sin((2n+ 1)) &
Vte|0m|,————F=) cos(Zt } A
] ] 2sint ,; (&t )¢
2. Montrer a I'aide d’une intégration par partie®gour toute fonctiory : [O,ﬂ — R de classe’* :

n[rljxj:f(t)sin((Zn +1y)d=0

3. Pour des entiers >0 et £ >0, on posel , = j:sz (t)cos(&t )d.

3.a  Alaide de deux intégrations par parties, @aic/, , .

3.b  Trouver, pourp > 2, une relation entrd , et ,, .

3.c  Endéduire l'expression de, en fonction dep et dek .

4. On suppose >1 et on définit la fonctionp, :[0,7] — R par :

B, (t)—B,,(0)

#,(00=0, ¢, (M =0 etvie ], ¢, () ===

Nousadmettonsque cette fonctiop, est de class€".
4.a Exprimerf(:gop (t)sin((ZmL 1)5) d en fonction dep >1, den etdenB, (0).

4.b  Endéduire la valeur dg2p) en fonction dep et de B, (0).
5. Donner les valeurs dg2) et de((4).

Partie IV — Irrationalité de((2)

' (—z)" .

Dans cette partie, pout entier naturel non nul et réel, on pose/, (z) = '
n:

1. Dans cette questiom, est un entier naturel non nul.

. . . 1 2n .
1.a  Montrer quil existen +1 entierse, e, ,,...,e,, tels quef,(z) :—|Zeix" :
n

1. Montrer que pour tout entier natufe) f*)(0) est entier.

1.c  Enremarquant qué (z) = f,(1—z), observerf* (1) est aussi entier pour tolte N .

N . , a .
On veut montrer quer® est un irrationnel, et on vaisonner par I'absurde : on suppose que” =— ol a et
b

b sont deux entiers naturels non nuls.
2. On pose, pourn. entier naturel non nul et réel :

F () =b" (7 f, () = 7 2 @) + 72 %, Na) =+ (-1 £, Aw))
2.a  Montrer queF, (0) et F, (1) sont des entiers.
2.b  Onpose, pour entier naturel non nul et réel :
g,(z) = F/(z)sin(rz)—7F, (x)cosgz )
Montrer que, pour entier naturel non nul et réel :

g ()= 7r2a”'fn (z)sin(rx).

1
2.c EtablirqueAnzwj; a"f, (z)sin(rz)dc est un entier.



3.a

3.b

3.c
3.d

n

. A~ . a
On pose, toujours pour le méme entieru, = —.
n:

S . . 1
Montrer qu'il existe un entier nature} tel que pour tout entiex > n, u, <5

Montrer que pour tout réel< (0,1, ngn(x)gi'.
n.

Montrer alors que, pour tout entiet> n,, A, €]0,1 et conclure quer® est irrationnel.

Peut-on déduire de ce qui précede l'irratid@ale ~ ?



