Correction

Partiel

L'application deD, versC, qui envoied sur le coupgd,n/d) est bijective donc
Y u(du(n/d)= % u(d)v(d,).
deD, (dy,dp)eC,

On en déduit que la lok est commutative car la derniére expression eftlemment symétrique en et
V.

Soitu,v,we F.

((u *V) % w) (n)= Z (uxv)(d)w(n/d) = ZZU(C)U(d/C)w(n/d)

djn din cll
Dans la sommation, I'entief peut se percevoir sous la forrhe avec) divisantn/c
donc ((u*v)*w)(n) = Z Z u(c)v(b)w((n/c)/b) soit
cn bl(n/c)

((u *) % w) (n)= Zu(c)(v *xw)(n/c) = (u * (v * w))(n) .

cln

Ainsi la loi x est associative.
Posons:(n) =1 si n =1 et 0 sinon.

(u*e)(n)= Zu(d)a(n/d) =u(n)e@)+0=ur).

dn
Ainsi uxe=u=c*u ete estélément neutre.

(F,+) estun groupe abélien (structure connue).
(F,*) estun magma associatif possédant un neutre.

La distributivité dex sur 4+ estimmédiate.
Oui, (F,+,%*) est un anneau.

Partiell

Sin etm sont premiers entre eux alors ils n'ont pas deefas premiers en commun. Par suite
I'ensemble des facteurs premiers intervenant dapsdduitmn est la réunion disjointes des ensembles
des facteurs premiers intervenant danset n . Par suitew(mn) = w(m) +w(n) puis

(D0 = (2 x 2

Les nombre étant deux & deux premiers entre eux, la mulaplité dew entraine
u(n) =T Ju(p) .
i=1

L’application est bien définie cad, | etd, |n entrainedd, |mn .

Soitde D, .

Analyse : Sid =d,d, avecd, |m etd,|n alorspgcd¢n d )= pgcdf d,d, ¥d, pgcdi/d, d, avec
m/d, etd, premiers entre eux cas diviseurs respectifsadet n nombres premiers entre eux. Ainsi
d, = pgcd(n 4 ) et de mémel, = pgcdp 4 ).

Synthese : Posong = pgcd(n 4 ) et d, = pgcd@ 4 ). On a clairement], |m etd, |n.Or m etn sont
premiers entre eux dong; et d, le sont aussi. Puisqué |d , d, |d etd Ad,=1,onadd,|d. Par
egalité de Bézout, on peut écride=um+vd etd, =u,n+v,d (avecuy,;,v, € Z) donc
dd,=umn+vd (avecu,v€Z). Or d|mn doncd|dd,. Enfin par double divisibilité! = d,d, .

Au terme de cette étude, on peut affirmer :

vde D, ,3(d.d,)eD, xD, d=dd,

ce qui se comprend comme étant la bijectivitérde



3.b

4.b

la
1.b

2.a

Supposons. et n sont premiers entre eux.
(ux 0)(mm) = S u(dyo(mn/d) = 35 wldd,Yo(mn/ (dd))
dmn o dh
Par multiplicativité deu et v :
(uxv)(mn) = Z Zu(dl)v(m/dl)u(dz)v(n/dz)
dm 4
puis
(ux v)(mn) = Z u(dl)v(m/dl)z u(d,)v(n/d,) = (u* v)(m)(u*v)(n).

dyjm dyln

o(n) = Zl est le nombre de diviseurs positifs de

dln

o(n)= Zd est la somme des diviseurs positifside
dln

Pourp nombre premier etv € N*
a+l _1

p—1 "~

Dp(, = {1,;0,... ,p”} doncé(p*)=a+1 eto(p*)= P

N N pfv,-%—l 1
Par suites(n) = [ [ (o, +1) eto(n)= H—l _
i=1 -1 P —

Partie 1l

Supposonsn et n premiers entre eux.

Si I'un des deux est divisible par le carré d’'umtoe premier, le produitn I'est encore donc

p(mn)=0= p(m)u(n).

Sinonmn n'est pas divisible par le carré d’'un nombre pemroarm et n n'ont pas de facteurs

premiers en commun. Par sujig¢mn) = (—1)*"<" = (— 1" (— 2™ = pm ) (2 ).
(n*0)(p) = pu(d) = p@)+p(p)=1-1= 0.

dlp
(nx0)(p")=>_ pu(d) = p®)+p(p)+-+pu(")=1- 14+ 0+--+ 0= C.
d|p®
N N .
i a _ _J1siN=0
Sln:gpi alors(u*ﬁ)(n)—HO—{o sinon -
Ainsi pxf=c=0xpu.
Remarquong/n € N",v(n) = > u(d) & v=ux0 et

dln

VnEN*,u(n):Zu(n/d)v(d) SU=V* .

dln
L’équivalence proposée correspond done ux60 < u=vx .

Cette derniére est vraie puisqéleet . sont inverses I'une de 'autre pour la oi

Pouru =0 % (1 u) donnewu(n)= Zz,u(d/c)u(c) .

dln  cld

Partie IV

Les éléments inversibles @¢nZ sontles(k), aveck An=1. Iy en a exactemenp(n) .

p(p)=p—1carl,?2,.. p— 1sont premier avec le nombre premjer

Dansﬂl,p“ﬂ les nombres qui ne sont pas premier apecsont ceux qui sont divisibles par, il y en a

exactementy” . Par suitep(p®) = p“*(p—1).

Les inversibles dgZ/mZ)x(Z/nZ) sont les couples formé d’un inversible démZ et d’un inversible

de Z/nZ . 'y en ap(m)p(n) .



2.b

3.a

3.b

la

1b

2.b

L’application considérée est bien définie vaty € Z , z=y [mn|= (2), =(y),, et (z), =), .
Aisément on verifief(1,,,,) =10z [(2),,, +®),..) = [((2),.)+(¥),.) et

(@), ¥),) = F((2),,,) F(¥),,) -

De plus f((z),,.) =((0),,,(0),)= m|z etn|z doncmn|z carmAn=1.Ainsi kerf={(0),,} et
donc f est injective.

De plus Card Z/mnZ) = mn = CardZ/mZ)x(Z/nZ) donc f est bijective et c’est donc un
isomorphisme.

L'isomorphisme d’anneauf fait correspondre les inversibles d¢gmnZ et ceux de(Z/mZ)x(Z/nZ).
On en déduitp(mn) = p(m)p(n) . La fonctiony est donc multiplicative.

Pourk € [Ln], pgcdg n )=d < k=d¢ avecl € [Ln/d] et pgcd{ n/d )= 1. Par suite
Card{k €[ 1n] /pgcdk n Fd}=¢ #/d .

[1,n] est la réunion disjointe des ensembﬂég [Ln]/pgcdE n )= d} pour d divisantn . Par
cardinalité :n = " p(n/d)=> ¢(d) .

dln din
Cette relation peut aussi se percevair< § =) mais cela est sans importance pour la suite.

Partie V

Sid > alors d/[z' donc/,, = 0. Ainsi la matriceL est triangulaire inférieure et son déterminanteest
produit des coefficients diagonaux, tous égauxAirisi detl = 1.

De méme, la matric& est triangulaire supérieure @t = ng @).
d=1

Le coefficient d'indice(s, j) de la matriceLU est:

(L U)i,j = Zgi,dud,j = (p(d) .
d=1

dli dlj
Or les diviseurs communsiaet j sont les diviseurs dpgcd( ;j ) donc

(LU),, = Z »(d)=pgcdg ;j ) en vertu de la relation du IV.4.b

dlpgedg )
Ainsi A= LU puis detA= detl. det/ =] ¢ d .
d=1
(LV),, =D, = > > uld/c)u(e) puis (LV),;= > " u(d/c)u(c) = u(pged 4 )) en vertu
d=1 dlidlj cfl dlpged@ j ) cd
de la relation du I11.4.
Ainsi LV =B.
detB= detl det =[[> nd/c ) €
d=1 c|d

o :LH . En factorisant chaque ligne paret chaque colonne par:

pgcdé )
detC = ('Y detB avecB = ;]eMn (R) ot u:k—1k.

pgcdé i )

n

par suitedetC = ¢ [ T3 44D _ 15 L4 _ 15 e
C Cc

d=1 cld d=1 cfd d=1 cli



