Dodécaedre

Dans tout le probléemé& désigne I'espace géométrique usuel rapporté apare orthonorméo;f,f,lg). On ne
manquera pas, pour tout ce qui suit, de se rapppudar plus de commodité, au dessin fourni arlalé

I'énoncé.
1. Onposea:i\/g eth=1
a

l.a  Montrer quex est solution d’'une équation du second degré Hiceelts dansZ .
Montrer qu'il en est de méme pobir

1.b  Calculerb,ab,a+b,b—a eta’®+b.

(On mettra les résultats sous la forme y = V5 avec z,y rationnels.)

2. Etant donnée une droi® de I'espacef , on appelle demi-tour d’ax® ['application qui a tout point
M de I'espace associe I'unique poiht’ tel que le milieu du segmérM,M’] soit le projeté orthogonal
de M surD.

On suppose qué/ a pour coordonnéel,y,z) . Exprimer les coordonnées des poitds, M, M"
images du points// par les demi-tours d’axes respect(ts; f) , (0;3) et (O;E) .

3. On définit les huit sommetd BCDA’ B'C'D’ d’un cube notéC, comme suit par leurs coordonnées :
A", B',C", D' désignent leurs symétriques respectifs par ragpOrt

3.a  Montrer I'existence d’'un point uniquEa,0,’) avecd’ >1 tel que JA=.JD = 2a et exprimerb’ en
fonction deb .

3.b I désigne le transformé d& dans le demi-tour d’aer;E) , I' et J' sont les transformés respectifs
de I etJ dans la symétrie par rapport®. Déterminer les point$,I’,J’ par leurs coordonnées.

4. On définit de méme{,L,M,N ainsi que leur symétriques respecti$, L', M’,N’ par rapport &0 par
les conditions suivantes :

0] KL= 2af , KB'=KD=2a, K et L se correspondent dans le demi-tour d’é&ef) et la premiére
coordonnée de{ est supérieure a 1.
(i) MN =24k , NA=NB=2a, M etN se correspondent dans le demi-tour d’é&ef) et la
seconde coordonnée dé est supérieure a 1.
Préciser en fonction de et b les coordonnées de ces huit nouveaux points.
5. L'ensemble des vingt points :
ABCDIJKLMNAB C' D] K L' M N
ainsi définis déterminent un dodécaédre qui sensidéré comme I'ensemble de ces vingt points.
On appelle face du dodécaedre I'un des douze smesvbles de sommets suivants :
AJDKL,LKB'I'C',ALC'MN ,NMD'K'B,ANBILJ ,MC'T'J'D’
ainsi que les six autres obtenus par symétrieggoort a0 .

5.a  Montrer que les pointd JDKL appartiennent a un méme plan et donner une équigice plan.

5.b  Donner aussi une équation de la fad€BI.J .

5.c  Observer que les distancéad,JD,DK ,KL et LA sont égales. On pose leur valeur commune.

6. On notef? Iisobarycentre des pointd JDKL .

6.a  Déterminer les coordonnées du péint
(N.B. On laissera ces coordonnées sous la fornﬁe;/\/g avecz ety rationnels).

6.b  Observer que les distancé&s4,QJ,02D QK Q)L sont égales. On pose leur valeur commune.

6.c

Vérifier qued :g 10— 2/5.



Cette derniére relation permet d’assurer quEDKL est un pentagone régulier, il en est de méme utessa
faces.




