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Partie |

l.a En développant selon la derniére colonifier) = Z(—l)kkaﬁk avecA, le mineur d’indice
k=0

(n+1—Fk,n+1) du déterminant définissarf(z) .

De part sa descriptior), est un constante indépendantexdePar suitef est une fonction polynomiale
de degré inférieur ou égalra.

Le coefficient dez” dansf(z) est(—1)"A, avecA, =V, ,. Ainsi A\=(-1)"V _,.

1b Lesay,ay,....a, , @annulentf car pourz =a, avecie {O,l,...n— 1} le déterminant exprimang(z)
possede deux colonnes identiques. Par suite les,....a, , sont racines d¢ .

n—1

l.c Commeq,,a,,...,a, , SONt des racines deux a deux distincteg den peut écriref(z) = g(I)H(x —a,)
k=0

avec g une fonction polynomiale.

Or degf <n doncg est une fonction polynomiale constante (éventoediet nulle).
n—1
Puisque le coefficient de” dansf estA, onaf(z)= )\H(I*%) .
k=0
1.d Par récurrence sure N*.
Pourn=1:V,=[ll=1et ] (s —aq;)=1 (caril n'y a pas de termes dans ce produit).

0<i<y<1
Supposons la propriété établie au rang1> 1.
Au rangn , en reprenant les notations ci-dessus :
n-1 n—1 n—1
V,=f@)=2](,-a)=C0)V,[[@ -a)= [] @-a)[[-a)= ] (@-a)
k=0 k=0 O<i<j<n—1 k=0 Ki<j<n

Récurrence établie.

non

0 n 0 n 0 n 0 n
Cn a’O Cn a’l Cna’Z T Cn a’n

1 n-1 1 n-1 1 n-1 1 n—1
n,a’O Cn,al Cn,a2 C a

2a B =) Cia X' doncMat,C= avecC! = [Z]
i=0

n—1 n—1 n—1 n—1
Cn 0’0 Cn a’l C a2 T Cn a’n

n

n n n n
Cn Cn Cn e Cn
0 n 0 n 0 n 0 n
Cn a’O Cn a’l Cn a 2 T Cn a’n
1 n-1 1 n-1 1 n-1 1 n—
n a’O Cn,al Cn,a2 e Cn,an
2b det,C=| : : : donne
n—1 n—1 n—1 n—1
Cn 0’0 Cn a’l Cn a 2 Cn a’n
n n n n
Cn Cn Cn e Cn
n n n
a’O a’l o an
n & an—l an—l . an—l n &
det,C=([[Ch["™ * o ={TIcx] T] (a—a)=0
k=0 . . . k=0 0<i<j<n

Donc C est une base d& , [X].
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Partiell

Soit P € R, [X], on peut écrireD:zn:akX’“ et on a7, (P) :zn:ak(X+h)*’ eR,[X].

k=0 k=0

Ainsi T, :R [X]— R [X]. De plus, soit\,n€R et P,Q R [X].
T, (AP + p@Q) = AP+ pQ)(X +h) = AP(X +h)+ pQX +h)= AT, (P)+nT, @)-
FinalementZ, est un endomorphisme de, [X].

1 h RK® ... cr'n"
0 1 Zh . C:lzflhnfl

Mat,(7,)=[0 0 1 C'?p"? €T, (R) doncdetT, = 1.
0 - - 0 C°

VheR, IdoT, =T, old donclde E .

Soit \,ueR etp,peFE.

VheR, (Ap+up)oT, =NpoT,)+u(yoT,) = NI, op) + u(T, op) =T, o (A + )
et (pop)oT, =poT,0p=T, o(por)) donChp+ W € E etpop € E.

Ainsi E est un sous-espace vectoriel et un sous-anneay, €| .

SoitP € R, [X], on peut écrire® = "a, X" . Pour touth € R :

k=0

D'une partT, (P)=> a,(X+h)" et D(T,(P))=> ka, (X +h)"",
=1

k=0

d'autre partD(P) = "ka, X" et T,(D(P)) = ka, (X +h)"",
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doncT,oD=DoT,.Ainsi DeE.

PuisqueD € E et queE est un sous-anneawk € N,D" € E .

Supposonsy. ld+\D +A,D? +..+ A\ D" = 0.

ie. VPER [X], AP+ NP + NP +..+\P" =0.

Pour P=X" : AJX" +nAX""+n(n—DA\X"?+. . 4+n\ =0.

Par identification des coefficients de deux polye8mgaux A, =\ =...=\ =0.
Soit\,ueR etp,peF :

0@+ pp) = A+ pp)(X") = Ap(X") + pp (X)) = A0(p) + pb () -

Donc 6 est un application linéaire.

Soitp e kerf. Onap(X")=0.

Orpe E doncVheR, o((X +h)") =o(T,(X")) =T,(p(X")) =T,(0)= 0.
Considérons,,a,,...,a, des réels deux a deux distincts.

On a vu que((X +a,)"),.,., estune base d& [X] et part la relation ci-dessus
VO<k<n,p(X+a,)')=0 doncy=0.

Ainsi kerd ={0}. 6 est injective.

L'injectivité dey implique : dimE < dimR , [X]|=n+ 1.

La liberté de la familleD"),_,_, implique dimE >n +1.

Ainsi dimE =n+1.

(D")oet, €St une famille libre formée de+1=dimE éléments de, c’est donc une base de.



