Correction

d’'aprés E.M. Lyon 2001
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Partie |

f:R?* — R? est bien définie.

Soit \,u € R etii = (z,y),v = (z,t)e R?.

FOG + p0) = (=(\y + pt), Ao + pz) = A f (@) + pof )

Donc f € L(R?).

i=(L0)f@)=(01f¢) ¢ L0 ¢} (0 LOna:

(i) '@ =@0)=a,

(i) @ f@),f*@).f*@)) génératrice (contient la base canonique),
(i) (@, f@),f*@),f>@)) formée d’éléments distincts.

Donc f est cyclique d’ordre 4.

Supposong.sind-p.cos= (.

On aalorsvz € R, Asinz 4 pcose = C.

Pourz =0, on obtienty =0, pourz =7/2, on obtientA=0.

La famille (sin,cos) est donc libre et par suite forme une basdé’de Vect(sin,cos. Il en découle
dimE = 2.

Soit f = A.Sin+ u.Cox= E.

(@) = AsinG + 24 jr.cost+ 2 - sint 4 cos
p P

27 . 2 .21 27
aveca = (A\.cos— —p sin— )g= 4 .si—+pu .co5—

p p p p
donc 7, (f)=a.sint 3.coss F.

On vient d'observer .E — E'.
Soit \,u€R et f,ge E. Pour toutz € R

O+ pg)a) = (A-f+u-g)(w+%)=A-f(w+%)+ug@+%)=Mp (e nr, 6))

Ainsi 7 (A\.f +p.g)= A1, (f)+p7,(9).
Finalementr, € L(E).

Tll(f):xHSin(quE), Ts(f):IHSin(I+ﬁ),...
p p

. koo . 2k % . .2k
Par récurrence, (f) :z +— sin(z + —)= cos— si+ SiA— COB.
p D

p
Si r’;(f)zrli(f) anrsteR,cos@ sine + sinzﬂ Ccos = ce%eE SitH- s%z Co.
p p p p
2km 20w
COS— = COS—
Or (sin,cos) est libre, don P 2;; puisk=¢ [p].
sin— = sin——
p p
Ona:
0 m,()=r.

cos(2r/p ) B
Tsin(2e/p) o Sin@ap)
Par suite(f,7,(f)) est génératrice et aingf,, (f),...,T;"1 (f)) aussi.

(i) sin=f etcos=\f+pu7, (f)avecA= (sin(2r/p)= Ocar p>2).
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@iy (f,7, (f),...,r;"1 (1)) est formée d’éléments distincts grace a 2.d.
Ainsi 7 est cyclique d’ordrep .

Partiell

Une famille génératrice a plus d’éléments qugieension de I'espace généré. C'est ainsi goen .
@)= @) = (@) = 1) -

Soit7 € E . Puisque(@, f(@),....f* " @)) est génératrice, on peut écrire :
T=Xa+Nf@)+..+X,_,f " @). Onaalors :

FP@) =X fT @) ANSTT@) 4 AN, fTTH@)= NG AN @)+ AN @)=

Ainsi ff=I1d.Onafof"*=f"'of=Id doncf estbijective etf * = f"*.

F =ker(f— Id) et G =ker(ld+ f+ ..+ f**) sont des noyaux d’endomorphismes donc des soasesp

vectoriels.
Soit 7€ FFNG .

Onaf(?)—7=0 et?+ f(@)+..+f'@)=0
doncpzZ =0 puiszZ=oa.
Ainsi FNG c{d} puis FNG ={d}.

SoitZ e E.
— — p—1 /=
Posonsﬁ:w+f(w)+"'+f (&) et =2—1.
p
I=u+7.

f@)=1u (car f"(Z)=7) doncu € ker(f — 1d).

(d+ f+...+ f @)= (Id+ f+ ..+ f7 )@ — i) donne

(d+ f+..+ @)= (d+ f+ .+ @) (- f+ .+ f7 1) )=pli—pi=0

donc ¥ € ker(ld+ f + ..+ ).

Ainsi ECF+G pusE=F+G.

FinalementF et G supplémentaires dans.

La famille(@, f(@),....f™ " @)) est libre.

La famille (@, f(d),....f/™ @)) est liée donc on peut écrire :

Al +Nf(@) 4.4+, " @)=0 avec(),,...,A, )= (0,...,0.

Si A, =0 alors on obtient une relation linéaire ds f(@),....f" " @)) ce qui est impossible puisque
cette famille est libre.

Nécessairemenk =0 et on peut alors écrirg” (@) = pio.d +...+p,, f" (@) avecp, = _A .

m

Par récurrence slr>m .
k=m : cidessus.
Supposons la propriété établir au rang m .

Par HR, on peut écrirg" (@) = ay.d +...+a,,_,f"*(@).

En appliquantf : f*(a@) = a,f(@) +...+, ,f" @)

Or f"(@) = pgd +...+p,, ,f" (@) donc

@) =, @ + (g +a,, g )f@+.+ (@, o, p )" @)

Récurrence établie

De part 3.b, on peut affirmé? = Vect@,f @),.../* " € )= Vectg f ¢ ),.. " Q).

@, f(@),..../" " @)) est donc génératrice, et puisque libre, c’esthase deF . Il en découlem =n et
@, f(@),...f" " @)) base deE .
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hof=ayf+..+a, f"=foh.

On a clairemeng(a) = h(a) .

Puisquef et ¢ commutent,f* et ¢ commutent.

Il en est de méme pouf et h. Ainsi g(f*(@)) = (go f*)(@) = (f* 0 9)(@) = f*(¢9(a)) donne
g(f* @) = f*(h(@) = (f* o h)(@) = (ho f*)@) = h(f* (@))

Les endomorphismas et i prennent mémes valeurs sur une base, ils sontéfymex.

De part I'étude menée, tout endomorphisme caiaamavec/ peut s'écrire sous la forme

—1
o ld+ o f+ .. Fa,  f.
La réciproque s'observe comme en 4.a.



