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Correction

Partie |

Z[i]cC, 1=1+4 0i € Z[i| et Vu,v € Z[i], on peut écrireu =a+1ib, v=c+id aveca,b,c,dE€Z
Onau—v=(a—c)+i(b—d)€Z[i] (cara—c,b—d € Z),
et uv:(ac—bd)—&—i(ad—&—bc)el[i} carac—bd,ad+bceZ.

Ainsi Z[i] est un sous anneau @€,+,x).

Yu,v € ZM , N(uwv) = WYY = UTVT = N(u)N(v)
Vu € Z]i|, on peut écrireu = a+ib aveca,b€Z donc N(u)=ut =a’+b*€N.

Supposons € Z|i| inversible et introduisons € Z[i] tel queuv=1.

OnaN(uw)=N@)=1et N(uv)= N(u)N(v) donc N(u)N(v)=1 avecN(u),N(@w)eN.

Par suiteN (u) = N(v)=1.

On peut écrireu = a+1ib aveca,b€Z.

N(u) = a® +b*=1 donne(a,b) = (1,0),( 1,0),(0,1 ou (0,—1) doncu = +1 ou u = =i .
Inversement, ses éléments sont inversibledgde=1, (—1)x (—1)=1, ix(—i) =1 et (—i)xi=1.
U={1i—1-}.

Siulv etv|w alors il existes,t € Z[i] tel quev=su etw=tv.

On a alorsw = (st)u avecst € Z[i| et par suiteu |w .

Siu|v etv|u alors il existes,t € Z[i| tel quev=su etu=tv.
Par suiteu = (ts)u .

Si u=0, on obtientts =1 donct est inversible et alors= 41 ou ¢t = 4.
Par suiteu = +v ou u = +iv.
Siu=0 alorsv=su=u etdoncu=wv.

Siu|v alors il existes € Z]i| tel quev = su. On a alorsN (v) = N(su) = N(s)N(u) avecN(s) €N
donc N(u)|N(v).

N@+i)=2etDiv(2)NN={1,2}.

Si u divise1+44 alors N(u)=1 ou N(u)=2.

Si N(u)=1 alorsu=+1 ou u==i.

Si N(u)=2 alorsu=1+14,1—4i,— 144 ou —1—1.

Inversement, les nombres proposés sont diviseutstde

N(1+3i)=10et Div(10)NN={1,2,5,10.

Si N(u)=1 alorsu=+1 ouu==i.

Si N(u)=2 alorsu=1+414,1—i,— 144 ou —1—1.

Si N(u)=5 alorsu=1+2{,1- 2 — 2+i ou —2—i.

Si N(uw)=10 alorsu=1+3i{,1- 3~ 3+¢i ou —3—1.

Inversement, les nombres proposés sont diviseutstci.

Soita etb les entiers respectivement les plus procheReg) et Im(z).
Pouru=a+ib€Z[i],on aN(u—v)=(a—Re@)f + 0 — Imz)zgi+711§—;< 1.

Il N’y a pas unicité de. . Par exemple, pow:% , les quatre complexed, 1 et1+i conviennent.
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Soitq € Z[i] tel queN[qE]<1 etr=u—vq€Zli|.
v

Onau=wvg+r et N(r):N(u—vq):N(v)N[E—q]<N(v) (sachantN (v) > 0).

Partiell

$Z[i|CZ[i]. 0=6.0€ § Z[i]. Yx,y € §Z]i|, on peut écrirer =b6.u ety =5.v avecu,v € Z[i|.
Onaz—y=46.(u—v)€bZ[i] caru—veZ[i]. Ainsi 6.Z][i] estun sous groupe d&|[i],+).
v=ul+v.0el @) etv=u04+v.1e1 ().

A={N(w)/weI(u,v)\{O0}} estune partie d& , minorée par 1 et non vide caf(u) ou N(v)
appartient a cet ensemble (selon que 0 ou v=0). Par suiteA posséde un plus petit élémeht-0.
6 € I(u,v) donc on peut écriré = u +v¢’ avec¢, & € Z[i.

Vz € §.Z|i], on peut écrirer = §y avecy € Z][i].

On a alorsz = u(6¢) +v(86¢") € I(u,v) . Ainsi 6.Z[i] C I (u,v).

Inversement, soit: € I(u,v) . On peut écrirer = uz + vz’ avecz,z’ € Z[i]

Réalisons la division euclidienne depar§ : z =8¢+ r avecN(r) < N(6).
Orr=z—6q=u(z—&q)+v(z' —&'q) € I(u,v) doncsir=0,onaN(r)c A. Ceci contredit la
définition ded =min A car N(r) < N(6) =d . Nécessairement=0 et par suitez € 6.ZM .

u € I(u,v) = §6Z]i] donc on peut écrire = 6.2 avecz € Z[i|. Ainsi § |u. De mémes|v .

Siw|é alorsw|u etw]|v par transitivité de la divisibilité.

Inversement s |u et w|v alors on peut écrire = ws et v=wt avecs,t € ZM et donc I'écriture
§=ué+v¢" avect, ¢’ € Z[i] introduite ci-dessus donne= w(s¢ +t¢') . Ainsi w|§ .

I(u,v) =6.L[i)=Z]i] caré e {+1,+i}.

Or 1€ Z[i] doncle I (u,v) et par suitedz,z' € Z[i] tels quel=uz+vz'.

Supposons |vw . On aw = wx k= uwz +vwz’, or u|uwz etu|vwz’ donc sans difficultés |w .

Posong un pgcd deu et v . § estun diviseur de I'élément irréductible

Si 6 =+u ou é = +iu alors, puisqued |v, u|v. Ceci est exclu.

Il reste6 =41 ou 6 =+i etdoncu etwv sont premiers entre eux.

Siu divise v : ok

Sinon, u est premier avee et donc puisque: |vw on aw|w en vertu de 11.3b.

Partielll

Sin e ¥ alors on peut écrire =a”+b” aveca,b e Z etalorsn = N(u) avecu=a+ib € Zi].
Inversement, sh = N(u) avecu € ZM , alors on peut écrire =a+ib aveca,b€Z etona
N(u)=a*+b*€X.

Sin,n' € alors on peut écrire = N (u) et n’ = N(v) avecu,v € Z]i|.

On a alorsnn’ = N (u)N (v) = N(uv) avecuv € Z[i] doncnn' €%

Puisquep est premier et strictement supérieur a 2, il npest divisible par 2.
Par suitep =1 ou p =3 modulo 4.

Puisquep € ¥, on peut écrirep =a® +b* aveca,b€Z.
Or les seuls valeurs possibles efemodulo 4 sont 0 ou 1 done= 0, 1 ou 2 modulo 4.
Compte tenu de ce qui précéde, il reste 1 modulo 4.
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Sip n'est par irréductible alors on peut écrire= uv avecu,v € Z[i|\{£1,+1} .

On a alorsp® = N(p) = N(u)N (v) . PuisqueN (u) =1, N(v)=1 et p premier, on aV(u) = N(v)=p
etdoncpeX.

Puisquep = 3 modulo 4,p n’appartient pas & (via lll.2a) et doncp est irréductible (via 111.2b)
Onapla®+b®>=(a+ib)a—ib) or p estirréductible dong|(a+ib) ou p|(a—ib).
Orilestclairquep|z=p|z,doncp|(a+b) et p|(a—1ib).

Suite a ce qui précege | (o +ib)a—ib)=n.

Cette derniére divisibilité a lieu a priori daﬁ#i}, mais puisquen/p2 est le rapport de deux entiers, sera
un entier et donc la divisibilité a lieu dafs.

Soitn = p*py2...p3~ de la forme proposédl <li <N :

Si p, =2 ou p, =1 modulo 4 alorsp, €. (car2=1"+T et par la réciproque admise en Ill.2a)
Par suitep € ¥ car ¥ est stable par produit (I11.1.b)

Si p, =3 modulo 4 alorsy, = 23, et pi = p** =(p?)* € carp?=p’ +0°€X .

Puisque tous leg;",...,py¥ appartiennent &, n = pyp5?...py" appartient & .

Inversement : Soih e XNN*. Sin=1, n estde laforme voulue.

Si n>2, introduisons sa décomposition primaite= p;*p,2... p3~ .

Pour toutl<i< N tel quep, =3 modulo 4.

Si a, =0 alors ¢, est pair.

Si o, >0 alors p, |n. Ecrivonsn = a® +b> aveca,b € Z .

Comme vu en lll.3a, on @, | (a +ib) ce qui permet d’écrire + ib = p,(c +1id) .

On a alorsn = p*(c*+d?) = pm' avecn’' = pipsz..pH%...pir €%,

On peut alors reprendre la démarche aveet, champagne k. est pair.



