la

1b

1.c

2.a

2.b

2.Cc

2.a

2b

Correction

Partie |
e¥_1 1-¢é . )
VreR,—z€R etp(—z)= = =— , © estimpaire.
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estC™ ety'(z)=|1— = >0.
4 7@ [ e +1 (¢ + 1}

@ est donc strictement croissante &ur
2

Quandz — +oco, ¢(z) ~ €

eZz

—1 donc lim ¢(z) =1.
T—+00
La droite d’équationy =1 est asymptote en +oc.

. 2
Puisquel— =
q o(r) &1

Par imparite, la droite d’équation=—1 est asymptote & en +oco avecl’, au dessus de cette
asymptote.

>0, I', esten dessous de cette asymptote.

@ est continue et strictement croissante Rudonc ¢ réalise une bijection d& sur

1=im,lim ¢ =}-1.

, 4 » e —2e% +1 4¢e"
SD (x) (eZ:r + 1)2 SD (37) e 4z +2e2'r + 1 @21: + 1)2

Puisquep est dérivable suR et Vz € R,¢’(z) = 0 on peut affirmer que> " est dérivable et de plus :

PN 1 1
W= ) e @) e

Partiell

L’équation fonctionnelle pout =0 donne f(0)= 2/ (0) d’'ou f(0)=0.
R OEY(©)
h

n

avech =—.

27!,
Quandn — +o0, on ah — 0 et par composition,, — f(0).
|z z
ERlee
De part I'étude précédente,; = f'(0) et doncVz € R*, f(z) = ax aveca = f'(0). De plus cette
relation est encore vraie pour=_0.

De part I'équation fonctionnellgf .Doncu, =u,,,.
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4.a

Partielll

@ est dérivable e® .

. 2@ _ 2¢-DE+1) _ €-1 .
v 6R’sz(ac)_(e2’+1)2+ (¢ —1f &+ fW(Z ).
2O oy
1+ £%(0)

L’équation fonctionnelle pour =0 donne f(0) =

f(0)(f?(0)—1)= 0. Par suitef(0)= 0,1 ou —1.
—f est dérivable e® puisquef I'est.

VreR,—f(r)———2@) __2Cf@)
' 1+ (@) 1+ f@))

aveca = f(z/2). Or (a—1)°* >0 et (a+1)> >0 donnent :—(1+a*)< 20 < (L+a”) et

2a
f(fﬁ)zlJra2

par suite—1< f(z)<1.

Quandn — +o0, on a% — 0 et puisquef est continue ef® (car dérivable e®) on a

un:f[ ]—>f(0):1.
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y
x
u = — = = .
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Par la relation ci-dessus :
(u, >0=u,,>0)et(u, <0=u, , <0).

Par suite(u,) est de signe constant et puisgue— 1 on peut affirmer que la suit@:,) est positive.

2
. un, l(un, 171) . x
U, 1 —U, —ﬁgo Carunﬂ—f F E[*l,]] .
Par suite(u,) est décroissante.

(u,) décroit versl, doncVn e N,u, >1.

Oru,=f

n

€[-11 doncVneN,u, =1.

Puisquey, =1, on obtientf(z) =1 et ceci pour tout: € R*. Comme ceci est de plus vrai pati= 0,

f s'avere étre constante égalé .a

Dans le cas of(0)=—1, on applique I'étude ci-dessus-& pour conclure qug est constante égale a
-1.

Supposonsgz € R tel que f(z) =1.

Considéronqu,) de terme générak; = f[zi]

. 2u,
Comme ci-dessus, = —"—

U

Par récurrence on montre alars=1.
Or u, — f(0)= 0, c’est absurde.
Par suiteVz € R, f(z) = 1.

De méme Vz eR, f(z) = —1.



4.b

2f (@)

g(2r)) = f(2r)= % ete(2g(@))= 1+pr((i(é);))2

L'application ¢ étant injective :g(2z)= 2¢g(z).
De plus, par compositiony est dérivable e .

De part la partie Il :

JaeR telqueVz e R,g(z)=ax etdoncf(z) =p(a.z)=

T (fE)

e2(y:r o 1
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