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Correction

Partie |

1
Ja—2)a- k)

La fonction f : t — est définie et continue si1,1 .

1

f(t)NQ/Z(l Wit (t)N«/Z(l 2 W1+t

Réalisons le changement de variablesint avecr €

1
doncflf(t)dt existe.

.z z}
2' 2|
dt

- . _ sinz — ’ il .
=}, Ja- )2 k%?) f"\/l—kZSi”ZT

VreR,—z€R etu(—z)= —u(z) . u estimpaire.

-z dt dr
) V1K siree J; Vi-k?sifr
La fonctionu est la primitive surR , s’annulant erD de la fonctiont H% .
1-%k°sin

t—1-k*sin’t est définie de class€™ sur R et a valeurs strictement positives donc
1 1

V1—k?sin®t N - i2sirtz

Puisqueu’(z) > 0, la fonctionu est strictement croissante.

t— estC™ et donc toute primitive de celle-ci, I'est encond(z)

VieR >1 donCu(m)Zﬁjdt:mﬁ—i—oo puis lim u(z) = +o0.
- T—+00

1
"1— K sin?t

Par imparité :Iim u(x) = —oo . Puisqueu est continue et strictement croissante Ruru réalise une

bijection deR vers]llm U, I|m u[ R.

A a méme monotonie que et A est impaire.
u estC™ et VreR,u'(z)=0 donc A estC*. A’ =(u ")’ :%: 1-k*sin’A.

U ou

I 12 Al i
A”:(\/l—k2 sinzA) _ k" A'sindcosd —k? sind cosl, donc A” + k?sinA cosA = (.

N1-E*sin A
1 1
\/1 k*sin® @+ ) \/1 k? sirf ¢)

o

En fait :Sn =sino A,Cn = co® A et Dn =~/1—k*Sn” .

Par composition Sn est impaire eCn,Dn sont paires.

Par composition Sn,Cn sontC™ .

PuisqueSn =sino A, on a|Sn|<1 , or k <1 donck = 01—£°Sn®> 0 puis Dn estC™ par
composition.

Yy e R . Posons: = A(y) de sorte quey = u(z) .

Onau(z+n)=u(z)+ K doncz+7=Ay+ K).

Par suiteSn(y+ K) =sin(x +7)=—sinf )=—-5n ) et Cn(y + K) =—Cn(y) .

PuisqueSn et Cn sont K antipériodiquesSn et Cn sont aussRK = 4T périodiques.
D’autre partDn(y+ K) = Dn(y) donc Dn est K = 2T périodiques.

(w(z+7)—u(2)) = =0 doncz +— u(z+7)—u(xz) estconstante.

En prenantrzg : K:u[
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T= u[g] donc Sn(T) = sin[g] =1, On(T)=0 et Dn(t) =V1—k? .

Sn/ = (sinoAY = A’ co® A=+ 1-k? SiRAxCn=CnDn.

Cn' = (co A)=—SnDn et Dn' = —k*SnCn.

Sn” = (CnDn)' = —SnDn* — k*SnCn® = —Sn((A—k°Sn?)+ k*A—Sn?))=—(1+k )Sn+ % Sn
Donc Sn” 4 (1+ k*)Sn — 2k*Sn®= 0.

D’autre partSn(0) = sin(4 (0))= 0, Cn(0) = 1,Dn (0)= 1 puis Sn'(0)=1.

Si alorsu(z) =z, A(y) =y puis Sn(y) =siny , Cn(y) =cosy et Dn(y)=1.

Ld
=) !

arcsin]; :% .

Partiell

Considérons) : R?> — R? définie pary(z,y) = (z+y,2—y).

On a clairementyo¢=1d_, et¢poyp=1Id_, donce bijective ety = ot
Sachant fonction de class€", on obtient(=-) par composition.

La réciproque s’obtient pap de classe’* et f=go).

atb a=b) qomeds _10f  10f 09 19y 1of

b)= , donne== = _
9(e.0) f[ 2 da 20x 20y ob 20x 20y
Soitf:R? - R de classe&*. On a
fekr @@:O

ab

& JaelC(R,R),Y(@,b)eR?* glab)=a@)
& JacCR,R)V(z,y)eR fxy)=al@+y)

Donc F = {(I,y) —alz+y)lace Cl(R,R)} .
Soit f:R* — R telle que proposée. En dérivant la relatif(@,y) = f(y,z) par rapport & on obtient :

Y(z,y) € Rz,ﬁ(x,y): of (y,z)= of (x,y) donc f € E puis la conclusion.
Jy ox Ox
Sn(x)Cn(y)Dn(y) + Sn(y)Cn(x)Dn(x)
1—k%Sn”(z)Sn?(y)
clairementf(z,y) = f(y,z) . C'est la suite qui est plus embétante :
u(z,y) = Sn(z)Cn(y)Dn(y) + Sn(y)Cn(x)Dn(z) , v(z,y) = A—k*)Sn*(@)Sn’(y).

Soitf: (z,y) — . [ estde class€" par composition et on a

%(x,y) = On(z)Dn(z)Cn(y)Dn(y) — L+ k*)Sn ()Sn (y)+ 2k2Sn> @ )Sn @)
?(w,y) = —2k*Sn(z)Cn (x)Dn (x)Sn’(y).

S @)~ S @)= Cn YD Yo (DR G- RS0 507 )
—(L+Ek*)Sn(x)Sn(y)+ 2k2Sn®@)Sn (y)+ k> (14 £ 2)Sn 3@ )Sn 3@y )— % Sn °@ Sn %)
+2k2Sn? (x)Cn (z)Dn (x)Sn (y)Cn (y)Dn (y) + 2k (1— Sn * @ ) (1 k 2Sn > @) Sn®(y) Sn(z)
= (On(z) Dn(z)Cn(y) Dn(y))L—k*Sn? (@)Sn*(y)) — L+ k*)Sn @)Sn @y )— k >+ k *)Sn *@ )5n )
+2k°Sn” ()Cn () Dn.(z)Sn” (y)Cn () Dny) + 2k Sn @)Sn. () + Sn (@ )Sn °Ww))
expression symétrique en et y .
du, ov,

Par suiteﬁzu est symétrique em et y. Ainsi f€ E .

Zz v
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Donc il existea:R — R de classeC’ telle quef(z,y) = a(z +v) .
Sn(x)Cn(y)Dn(y) + Sn(y)Cn(z)Dn(x)
1—k%Sn®(x)Sn?(y)

C’est le genre de question, ou I'on peut se permetadmettre le terme des calculs, vu I'esprit du
probléme et tant ceux —ci sont lourds.

Or a(t) = f(¢,0)= Sn(t) donc

=Sn(z+vy).

Partielll

p est définie sul J

kEZ

Iy kw,% +km| et estr périodique.

Puisquep(f + ) = p(0) et u(f+ w)=—u(P), le point M (6 + ) est le symétrique dé/(f) par rapport

au pointO .
p est paire don€ est symétrique par rappori{(@z) .

0 |0 /4
L 2sind N J2
est dérivable suj0,~| et p'(d) = ——=>22_ <0 d'odl
P 2 8O ="5oes = 0(0) N
0

Pourf =0, on ap/(f) =0, la tangente est orthoradiale.
Pour 0 =7/4,0on ap(¥) =0, la tangente est la droite d’équatién- /4.

p*(0) +p"(0) =

NotonsV = (@(6),T(0)) [2r]. Puisquep(d) > 0, on peut prendr& < |0, .

s
/ . cos[+ 29]
On acotV = P (0) :_sm29 = 2 = cot[z+ D

avecng 20 € 10,7 .

0(6) cos? sin[” +29] 2
2
™ . ™
Doch:EJrZG pUISa(Q):V+9:E+39.
Ay oo B eosD i pgy V2

ds df ds J2 3Jcos?

s(@):f:d.s:f: V2da —f:\/lﬁda

Jcos _2sirfa

Posonst =+/2sina, dt =+/2 17%152 da puis

V2 sin
8(9)=f02 HLzU(ﬁsine)en prenantc = —~— .

/1—%#\/1—#

&l

Partie IV

y" 4+ w?y =0 est une équation différentielle linéaire d’ordra @oefficients constants d’équation
caractéristique-® + w” =0 de racinesiw et —iw .

La solution générale de cette équationyfs} = A cos(ut H p sint ) avec A, € R .

Une telle fonction satisfait aux conditions iniéalproposées s3i=« et 4 =0.

Finalement (1) posséde une et une seule solusanair y(t) = . cos(ut ).

ey
w
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t— kSn(t—t,) est définie et de class&” sur R et a valeurs danis-k,k|C |-1,1 donc par
composition, f est définie eC™ surR .
£() = 72kw-0n(w(t —t,))Dn(w(t—1,)) Dk (l—1)) et

J1-k2Sn2 (w(t —t,))

F"(t) = 2kw?Sn(w(t —t,))Dn(w(t —t,)).

k- Sn(w(t —t,)) = sin f% F@)) et Dn(w(t —1,)) = 1—E2Sn(w(t —t,)) = cos{% 7 i

donc f(t) = —ZwZSin[%f(t)] coz{—;f { j: —w?® sinf 4 ).
Ainsi f est solution de I'équation différentiellg’ + w’siny = 0.
1. «
fO)=a Sn(wty) =—sin—
{f'(o)z 07 lCn(wto) 5 &

Sn(wty) =1

e . . ., I
Pourk = smE, les fonctionsSn et Cn sont déterminées et on veljtde sorte que{.cn(wto) o

Sachant que poufn[lT]_l et C’n[iT]— 0, t, :l convient.
2 2 2w

Sn étant4T périodique,f est une fonctiorﬂ}:£ périodique.
w

1
k= sin< croft puisT = f d croit aussi.
2 o Ja—tP - k%?)

Quandx croit dans O,%

Au final, 7, est une fonction croissante de
L

__E_EIIL
T, 2r wJo1 21 k%2

.
aveck:slnE.



