Fonctions dliptiques

Les parties Il, lll et IV sont indépendantes emlies mais exploitent toutes les trois les fondiprésentées
dans la partie I.

Partie | — Constructions des fonctions elliptiques
k désigne un réel de lintervall®,] .

1
1. Justifier I'existence de I’intégralef
-1

d
Vi—e1-k%?

- . dt
On définit une fonctio/ :|—1,1 — R enposanU(z)= | ————.
_— ‘ j; V1- 121 k%2
Cette fonctionU est appelée fonction elliptiqgue d€°espéce et de module.

; . g dr
2 Etablir que pour tout € —E,E Jiink)= | ———
22 fo J1—k?sir? )
. . . . - . @ dt
3. On introduit désormais la fonction réelleR — R définie par la relation(z) = | —————.
fo J1-E?sin’ )

3.a  Etudier la parité de la fonctian.
3.b  Justifier quex est de class€™ et donner I'expression de'(z).

En déduire que: est strictement croissante.
3.c  Etablir: lim u(z) = +o0.

T—+00
3.d  Conclure que: réalise une bijection d® versR.

4, On noteA:R — R I'application réciproque de la fonctiom.
A est appelée fonction d’amplitude.

4.a  Préciser le sens de variation et la paritélde
4.b  Justifier qued est de class€™ et exprimer4’.
4.c  Observer quel” vérifie : A” +k?sinA cosd= (.

5. Montrer que la quantité(z +7) —u(z) est constante quel que seiER .
. . T . 1 dt
Exprimer cette constante qu’on noteika en fonction deu[—] puisdel = | ————.
2 fo V11231 k%
6. Pour touty € R , on notex = A(y) et on définit les fonction$n,Cn et Dn par :

Sn(y) =sin(@), Cn(y) = cosk ) et Dn(y) = 1—k*sin’ ).
Ces trois fonctions sont appelées fonctions dehjaco
6.a  Etudier la parité de ces 3 fonctions et prédese régularité.
6.b  Montrer qu'elles sont périodiques et donner f#triode en fonction dé' .

6.c  CalculerSn(T), Cn(T) et Dn(T).
6.d  Exprimer les dérivéeSn’, Cn’ et Dn’ en fonction deSn,Cn et Dn .

y//+(1+k2)y_2k2y3: 0
y(0)=0,y'(0)=1 '

7. Préciser les fonctionSn,Cn et Dn lorsquek = 0 ainsi que la valeur d&' .

6.e  Justifier queSn est solution suR, du probléeme différentiel{
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Partie 1l — Formule d’addition sur les fonctions dacobi

Soit 'application¢ : R* — R? suivante :(a,b) — [% (a+ b),—; (a— b)] :
Montrer que¢ est bijective et exprimer son application récipreg * .

RZ SR
(z,y)— f(2,y)

Démontrer qug est de class€" si et seulement gj I'est également.

Pour toute applicatiopi:{ , on noteg l'application composég o ¢ .

. L . R . .0 0 .
Exprimer dans ce cas les dérivées partiellesigres dey notées :a—g et 4 en fonction de celles de

a
J/ notées :ﬁ etﬁ.
Ox Jy

En déduire une description de 'ensembldormé des fonctiong : R> — R de classeC” telle que
of _of

oz Oy
s R? >R 1 s . 2 - . ﬁ . 7% -
SOItf'{(I,y)Hf(I,y) de classeC” vérifiant : V(z,y) € R*, f(z,y)= f(y,x) et 63:( ,y)_aw (y,z).

Montrer qu'il existea:R — R de classel* telle que :V(z,y) € R?, f(z,y)=a(x +y).

Démontrer :

2 _ Sn(z)Cn(y)Dn(y) + Sn(y)Cn(z)Dn(z)
V(z,y) e R*,Sn(x+y)= 1 K25 (0)5n2()

On établit de méme, mais on ne le demande pdssdiormules :

2 _ On(2)Cn(y) — Sn(z)Dn(z)Sn(y) Dn(y)
V(z,y) e R?,Cn(x+y)= 1 K250 (2)Sn2(y) et
Dn(z)Dn(y) — k*Sn(z)Cn(z)Sn(y)Cn(y)

1—k*Sn?(x)Sn?(y) '

V(z,9) € R*, Dn(z+y)=

Partie 1ll — Rectification de la lemniscate de Beufli

On munit le planR? de sa structure euclidienne orientée usuelle ebtmR = (0;4,7) Son repére canonique.

la
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1.d

l.e

s I . m
On s'intéresse ici a la portion de la coubhecorrespondant & € ]—,— .

Pourf € R , on notei(d) =cosh-i + sird-j et 5(f) =—sinb-i + cod-j .
On appelle lemniscate de Bernoulli, la couthed’équation polaireo =~/2cos? c'est a dire la courbe
de point courantl/(¢) déterminé paiOM (0) = p(0)-u, avecp(d) =~2cos? .

Préciser le domaine de définition et la péditélide I'applicationd — p(6) .
Justifier queC est symétrique par rapport au poit
0,3}.
4

Donner l'allure de la courb@ en prenant une unité égalel@&m.

Justifier queC est symétrique par rapport a I'af@z)

Dresser le tableau de variationle» p(9) sur l'intervalle

On prendra soin de préciser les tangentes auxgpdénparameétred € {0%} .

On oriente la courb@ dans le sens dés croissants.
Préciser, sur la figure qui précéde le sens deopesaes? croissants sur les deux boucles figurées.

™
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2. On désigne pas I'abscisse curviligne d’originé/ (0) le long de la portion d€ étudiée.

On notef(@) le premier vecteur du repére de Frénét au pbii#) .

2.a. ExprimerE .
d

2.b  Déterminer une fonction numérigde— «(f) dérivable telle que Y0 € R,a () = (Z,T“(G)) [27r] .

2.c  Exprimer la valeur du rayon de courbit@) en tout pointM (¢) de C.

\/Eda
V1-2sirfa

exprimer s(f) a l'aide de la fonctio/ pour un parametré € [01[ a préciser.

4
3. En observant(0) = fo puis en s'appuyant sur un changement de varialdquate,

Partie IV — Période d’'un pendule simple

On se donnev>0 eta €

0X
2

1. (Cas des petites oscillations)

weeu=0

y(0)=a,y' (0)=0

l.a  Montrer que ce probléme posséde une solutimuermue I'on exprimera.

On considére le probleme différentie{

1.b  Déterminer la périod€, de cette solution.

2. (Etude générale)

y" +w?singy=0 @)

y(0)=a,y'(0)=0

On admet que celui-ci posséde une solution uriigfieie surR .

Pour toutk e}O,][ ett, € R, on considére la fonctiofi définie par :f(t) =—2arcsing-Sn @ {—t, ))).

On considére désormais le probleme différentielasti: {

2.a  Déterminer 'ensemble de définition deet justifier quef y est indéfiniment dérivable.
2.b  Observer qug est solution suiR de I'équation différentielle)” +w?siny = 0.

2.c  Montrer qu'il existek et t, a déterminer tels qug soit solution du probléme (2).

2.d  Observer qu¢ est périodique et préciser sa périddeen fonction dev et T'.

2.e  Montrer quel; est une fonction croissante de

3. Montrer que le rappo%:i ne dépend que de (et non dew).
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