Correction

d’aprés Mines de Sup 1995

Partie |

1. Si P est un polynéme constant alodgP) =0 ce qui en détermine degré et coefficient dominant.

P
Si P est un polyndme non constant, posgnsson degré, on peut écrirg= ZakX’“ (aveca, =0) et
k=0

P
ona A(P)=> a,A(X") avecA(X°)=0 et A(X") = (X +1)' — X" =kX"*+--- pourk >1. Par

k=0
suite A(P) = papX”’1 doncdegA (P )= p— 1et le coefficient dominant d&(P) est pa, ou a,
désigne le coefficient dominant d&.

2.a A, estlinéaire car restriction d’une applicatioréhire, de plus ci-dessus, on a vu qudegP <n
alorsdegA P )<n—1<n doncA :E — E etainsiA

2.b En1,onaobtenu: $# estconstanA(P)=0 etsiP non constante\(P)=0. Le noyau deA  est
donc réduit a I'ensemble des polynémes constaritsi AimkerA = 1 et par le théoréme du rang
rgA, =dimE, —1=n. De plus siP € E, alors on adegA (P )<n—1doncA(P)€ E,,. Par suite
ImA, C E_,. Parinclusion et égalité des dimension A =F .

3. VP e FE,onposanth =degP, ilexiste Q€ FE , tel que A(Q)=P car A

n+l

est un endomorphisme de .

n

.1 €stun endomorphisme de

E, ., dontI'image est, .

Partiell

La  AW@) =N (D) N, ()= m(w—l)...kﬁm—k-i- 2 i1 okt 1)= x(:c—l().k..(:i;m 2)

doncA(N,)=N,,.

1b Pourj<k :A'(N,)=N,, etpuisqueA(N,)=0, A’(N,)=0 pourj>k.
Par suite(A’(N,))(0)=0 si j<k etsij>k alors que(A’(N,))(0)=1si j=k.

2.a Lafamille(N,,N,,....N, ) vérifie degN, =k donc c’est une famille de polynéme de degrés étagpar
conséquent celle-ci est une baseHJe

2b  (A(P)(0)= iak (A’ (NV))(0)=a, puisque(A’(N,))(0)=4,,.
3. a=A"P)(0)=0, b=AY(P)(0)=1etc=A*(P)0)=2.
Considéronsy) = aN, +bN,+cN,. Par I'étude qui préceda(Q) =aN,+bN,+cN,=P.

Concrétement Q(z) = I(xzfl) PG *123(95 —2)_zl— 123(210* i
SOk =D oP) = S A@M = QM+ D- Q) = QG+ - Q=D

4.a  Parrécurrenc®” (f)(z) = f(z +k).

4b A=T-Id, avecT etld, qui commutent donc par la formule du binéme de tdaw

n n

A =3[y er puis ) =31 a7 ).

k=0 k=0

de QOO=X[} 176 carr (DO=1).



Partielll

Soit\,p R et P,Q€E, .

AP+ u@)="_(..,(\P+pu@Q)k),...)= (... \PE)+ pQk&),...)=A(...PE&),.. )+ un(.QE)...)
donco(AP 4 puQ) = Ap(P) + ne(Q) et estlinéaire.

Soit Pe E, . Si p(P)=(0,...,0) alors P(0)=...= P(n)= 0 et donc le polyndme admet au moins
n+1 racines ordegP <n donc P =0. Ainsi kerpo ={0} or dimE, = dimR""* donc¢ estun
isomorphisme.

Par la bijectivité de , il existe un uniqueP € £ tel que(P) = (f(0),...,f (n)). Par suite le probléme
P posséde une unigque solution.

(A ()O) = 2[]( 7 )= Z[](—l)”’P(k)z @ )00,

Rappelons que polt € £, : P = Zaij aveca, = A’(P)(0) donc

P = Z (A/(P))O)N, = Z (A7 (NOWN; -

Posons(’ une constante telle quéz) — P, (z) = K.N (z) . Une telle constant&’ existe carN(z) =0
puisquez ¢ N .

Considérons alorg: R — R définie parp(t) = f(t) — P, (t) - KN(t) . » est une fonction de clasgg™
qui s'annule erD,1,... ;n et aussi en: . Cela fournitn + 2 annulation dan@,n]. Par application du
théoréme de Rolley’ s’annule au moing, +1 fois dans[O,n} et en reprenant ce processy§,™
s'annule au moins une fois daftsn| en un certairt . Or " (t) = f"*(t)—0— (n+ 1)K car

degP, <n et N estun polyndme unitaire de degré-1 donc N = (n+1)!. La relation

F0)
@™ (€) =0 donne alorsk = ce qui permet de conclure.
(n+D)!

Pourz € NN[0,n], |f(x) —R(x)| =0< %Mwl

|f‘"+” @
)1
Pour conclure, il reste a établiiyz €[0,n ,|N(x)| <nl.

Pourz€[0n], z¢N : |f(x)- P()|_ |V ()|_( My |N(2)] .

1)

Raisonnons par récurrence sue N* .

Pourn=1, N(z) =z etla propriété est vraie.

Supposons la propriété établie au rang1 :

Pourz €[0,n+1], étudionsN (z) = z(z —D)x...x (z— (n+1))= M (z)x w—n—1).

Par HR, pourz €[0,n], on a|M (z)| < n! donc|N(z)| < n'x|z—n—1| aveclzr—n—1€[1ln+1 donc
|N(x)| <(n+D!. Pourze [n,n+1} ,

IN(@)|=2(z—1)x...x@@—n)x (n+1-2)< (n+ Dnx...x Ix I= @+ 1). Récurrence établie et
probleme résolu.



