Matrices semblables a leur inverse

Dans tout le probléemeZ est unR -espace vectoriel de dimension 3.

Pour v endomorphisme dé& et n entier naturel non nul, on noté =uowuo...ou (n termes) et on convient
de poser® =Id ou Id désigne 'endomorphisme identité d&.

On note M,(R) le R -espace vectoriel des matrices réelles carréedid®, GL,(R) le groupe des matrices
inversibles deM,(R) et I la matrice unité dél/,(R) .

On note aussi par 0, 'endomorphisme nul, la matnialle et le vecteur nul.

Pour deux matricesl et B de M,(R), on dit que la matricel est semblable & la matride lorsqu’il existe
une matriceP de GL,(R) telle que :A= P 'BP.

On rappelle que sB et B’ désignent deux bases @&, P la matrice de passage dea B’ etu un

endomorphisme d& de matriceA dans la bas#’ et de matriceB dans la basé8 alors A= P 'BP.
Par suite la matricel est semblable & la matride.

Partie
Soit A4,B,C trois matrices del/,(R) .
1. Montrer que siA est semblable & alors B est semblable & .
Désormais, on pourra alors dire que les matriéest B sont semblables.
2. Montrer que si d'une pad et B sont semblables et que d’autre pBrtet C' le sont aussi alorgl et
C sont semblables.
3. Montrer que siA et B sont semblables alors elles ont méme rang et nd&beeminant.
Partie Il
Soit . un endomorphisme d& et v=u"—u.
1. Soit p,q deux entiers naturels et I'application linéaire de ker’™* vers E définie parw(z) = u’(z).

l.a  Montrer qudmuw C keru”.

1.b  En déduire qudimkeru”™ < dimken’ + dimker’.

2. Dans cette question, on suppose gue-0 et rgu = 2.

2.a  Etablir quedimkeru® = 2. On pourra exploiter deux fois le résultat deuastion 11.1.b.

2.b  Justifier qu'il existe un vecteur de E tel queu?(a) = 0 et observer que la famille.®(a),u(a),a) est
une base de&v .
2.c  Ecrire la matricd/ de v et la matricelV de v dans cette base.

3. Dans cette question, on suppose gtie-0 et rgu =1.
3.a  Montrer que I'on peut trouver un vectéude E tel queu(b) =0.

3.b  Justifier 'existence d'un vecteurde keru tel que la famille(u(b),c) soit libre, puis montrer que la
famille (u(b),c,b) est une base dg .

3.c Ecrire alors la matrice’ de u et la matricel’’ de v dans cette base.

Partielll

@

Soit A

Il
cNaN=
oORr R

v|€ M, ([R). On se propose de montrer gdeest semblable a son inverde'.
1



0O a 3

OnposeN=A—-I,=|0 0 ~|etM=N’>-N.

l.a

1b
2.

2.a

2b

0 0O
CalculerN® et justifier quergN < 2.
Justifier qued est inversible et quel ™' = I, + M .
Dans cette question, on suppose ¥ = 2.
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En exploitant 11.2., montrer que la matride est semblable a la matriéé=|0 0 1|.
0 0O

En exploitant 11.2.c, dire a quelle matriceme » la matriceM est semblable.
En déduireM® et rgM .

Montrer que les matrice® et N sont semblables et conclure gdeet A™* le sont.
Dans cette question, on suppose gy < 1. Montrer queA et A' sont encore semblables.



