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d’'aprés Banque PT 2003.

Partie |

2
la Posonsy:BC.ParThaIés.gzi doncy = b etdoncAC =2 +y’ ==z 1+b—2.
b x—a r—a (x—a)

1.b  Lintersection des couloirs définies deux amgleoits I'un interne, I'autre externe.
En prenant la barre la plus longue possible, oa aarené a visualiser un
triangle rectangle dont I'angle droit est I'angherne, I’hypoténuse est |
barre et I'angle externe définissant un point sithypoténuse. La
longueur maximale de la barre pour pouvoir passer cbuloir a I'autre
apparait alors comme étant le minimum de la fonctio

f: m|—>x}1+ 1 1y pour z >1. x

/ 1 z/(x— 1) . . 1z @-1-1
fl(x)= 1+( 1y \/ qUIestdu5|gnedla+($_1)2 - a1

(z— 1)

f admet donc un minimum en 2 et la longueur cornedpote de la barre est/2.

2. Notonsd le diamétre eth la hauteur.
2

2
On cherche a minimise$ = 27 %] +wdh avecﬂ[%] h=V.

2 3
Il s’agit donc de minimiser la fonctiof :d — %+% . S'(d)=md —AC'Z—V = de—ZA'V .

Cette fonction admet un minimum en= 3£ etonalorsh=d .
™

Partiell

l.a [ estlipschitzienne donc continue.
1.b  Unicité : Siz,y sont solutions alors en appliquant la relatiotiate on obtienif(z) — f(y)| < k|z—y| et
donc|z —y|<klz—y| dot z=y cark<1.
Existence : Considérong: z — f(z) —z définie et continue suf =|[a,3].
Onag(a) = f(a)—a>0 car f(a) € I =[a, ] et g(8) = f(B) -6 <0 car f(B) € I =[o, 7]
Par le TVI, g s'annule en un certaific [a,b] qui donnef(¢)=¢.
2.a Puisquef:I — I, la suite est bien définie et formée d’élémentd de
2b ;¢ =|f(u,) - ()<

2.c  Quandn— +oo, k" — 0 cark [0, et donc par comparaisda, —¢ — 0 puis u, — .

¢|. Par une récurrence aiséler,; — & < k" [u, — ¢ .

Partielll
1. Par opérations sur les fonctions de cladseg est de class€”.
dg 1 af dg 1 9f
(g, y)= ) et—=(a,b)=1— )
) af( o 5, @) et )= af( b)ay( r.y)-
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3.a

3.b

U estouvert e(a,b) €U donc il exister; >0 tel que[a—r,a+1n|x[b—n,b+r] soitinclus dand/ .

La fonction (x,y) H%(x,y) est continue erfa,b) donc pours =1, il exister, >0 tel que pour tout
X

(z,y) €la—ry,a+n)x[b—r,b+7,|NU on ait

dg dg
— H - 1b
oz (@9 ox @b)

<1

et donc <

%(x,y) %(a,b)‘+l— K en vertu de l'inégalité triangulaire renversée.
X T

La fonction (z,y) — ?(x,y) est continue erfa,b) donc poure =1/2, il existe r, >0 tel que pour tout
Y

(fv,y)e[a—rs,a+7“3}><[b—7“3,b+7“3]ﬂU on ait : @(fv,y)—@(a,b)
dy dy

<%
2

et donc@(x,y) gi Car@(a,b):o.
Jy 2 Jy
Posonsr =min(r,,r,,m3)> 0et D= [afr,aqu}x[bfr,bJrr} .
OnaD cCU etpourtout(z,y)e D, @(x,y) <K et @(I,y) gi.
ox Jy 2

Considérons I'applicatioh : t — g(t,y) définie sur le segment d’extrémitéset =’
h est de class€" et h'(t) :%(t,y) donc|h’(t)|§K.

Par I'AF : |h(z) — h(z')| < K|z — 2| d’oti linégalité voulue.

Considérons I'applicatioh: ¢ — g(z,t) définie sur le segment d’extrémitgset y’ .

k est de class€" etk’(t)z%(x,t) donc|k’(t)| </ 2.
)
Par I'lAF : |k(y)—k(y’)| §%|y—y/| d’ou 'inégalité voulue.

Prenonsy = min(r,§)> Oet/=[a—a,a+a].
Onalx[b—rb+r]CDCU etpourtoutr€l,
|g(z,b)—g(a,b)|§K|:r—a|§Koz:%.

Notons quey(a,b)=b.

Pour tout(z,y) e I xJ , g(z,y)—g(a,b)=g(@,y)—gxb)+glxb)—glb)

r 1
—<—=-r+—-r=r.
2

donc |g(z,y)— g(a,b)|=|g(@.y)—g@b)+|g@b)—g@b) < %Iy*bl +5< 2

Par suiteg(z,y) € J .
On ay — g(z,y) définie surJ a valeurs dang et pour touty,y’ € .J , |k(y)fk(y/)| §%|yfy/| donc

c’est une application contractante.
En appliquant les résultats de la partie # fohctionk : y — g(z,y) sur J, on peut dire qu'il existe un

uniquey € J tel quek(y)=y i.e. y— f(z,y) =1y soit encoref(z,y) = 0.

of
6y(a,b)

Puisquef(a,b)=0 avecacl etbeJ onap(a)=">.
On ap(z) = g(x,¢(x)) donc
(@) — (@) = |g(@. 0 @) — 9@ 0 (@)) < |g@.0@)— g6 0 @) +]g @ © @)—gE » &)

Or |g(z,0(2))— 9@’ o @) < K|z —2| et |g(x’,<p(x))fg<z’,w(z’>)|s§|<p(z)f<p(x’)|



la

1b

donc |<p(z) —@(x/)| < 2K|z—x/| .
@ est continue car lipschitzienne.

Le résultat précédent correspondent au théorémfmdesons implicites.
C’est celui-ci qui justifie quer est de class€".

Par compositiong — f(z,p(z)) est de class€" et
SUEe) = @)+ O wew.

Or f(z,0(x)=0 donc—f(x o)+ (z)—f@: o(@))=0

puis en évaluanten=aq : —f(a,b)+go’(a)—f(a,b)= 0 d’ol enfin¢'(a) = —af(a,b)/af (a,b).
Ox oy Oz Jy

Partie IV

Pourtoutt € I, (z,p(x))€IxJ CU et f(z,po(x))=0 donc(z,p(z))eT.
Si (a,b) est un extremum dé&' lié par la relationf(z,y) = 0 alors la fonctionz — F(z,p(z)) admet un

extremum eru . Or z — F(z,¢(z)) est dérivable e{;—I(F(x,w(x))) :a—F(z,w(x))ﬂp’(x)aa—F(x,«p(z))
Y

donc ena : —(a b)+¢’ (a)—(a b) et donc (a b)— af( b)— ( b)af (a,b)= 0 compte tenu

de la valeur dep’(a) obtenue en lIl.4

Certes on présume que non, donnons un corgrepe.
Prenonsf(z,y) =y et F(z,y) =2°.de sorte qud” = (Or) et queF surl' corresponde a la fonction

d’élévation au cube(a,b) = (0,0) vérifie la relation de 1V.1.a mais ne correspoad p un extremum lié.

Il s’agit ici d’inverser les variables et y .
Posonsg(z,y) = f(y,z) et G(z,y) = F(y,z) .

a@(z,y):g(y,x), @(z,y):g(y,z) et de méme pouf' etG .
Ox Jy dy ox
On peut alors appliqué le résultat de 1V.1.a z‘mhacﬁon G présentant elfb,a) un extremum lié a la

relation G(z,y) = 0 ce qui donnea—(b ) (b a)— (b ) (b )=0

8f( b)—

pws—(a b)— ( b) of (a b)= 0 comme voulu.

PartieV

Posonsr,y les deux cotés du triangle autre que son hypotéavsc(z,y) € U = (R**)?.

Considéronsf(z,y) =z +y +~z* +y* —¢ etF(:p,y):%:py

Sia etbh sont Ies cotés du triangle cherché al@r$) est un extremum dé&'(z,y) lié par la relation
2 )

$a) =0 done 2L 0,1y 2L f( n-2L ( L wn=o

a b . l
—)*—a(]:i’—): 0 quidonnea =5 etdonca=b=—+.
Ja?+b? 2 NJa?+b? 2++/2
Finalement le triangle cherché est rectangle isocel

On introduit un repére dont I'origine est le trerdu cercle circonscrit de raya®.
Quitte a appliquer une rotation, on peut supposerlg sommet commun aux cotés égaux soit le peint d
coordonnéegR,0). Les deux autres sommets du triangles sont alordahnées strictement positive et

c'est a dire%b(lJr



strictement négative.
Considéronsf(z,y) = 2> +y°—R* et F(z,y) = (R— 1)y .
L'équation f(x,y) = 0 caractérise les points du cercle, la quanfi{é,y) (avecy >0) correspond &

I'aire du triangle isocéle étudié quand le sommetdbnnée strictement positive est de coordonnées
(z,9).

Si (a,b) sont les coordonnées du sommet d’ordonnée strictepositive d'un triangle solution alors
(a,b) est un extremum dé&'(z,y) lié a la relationf(z,y) = 0. On a donc +b> — (R—a)a =0 d’ou
a’—b?*—aR=0.0r a®+b*= R? donc 2a* —aR— R*= 0 de racinesk et —R/2.

Seule la racine- R/2 est a considérer et elle conduit & la hau#jyf2 .



