Optimisation d’'une fonction le long une courbe

Partie | : Exemples

l.a  On considére un triangkéBC , rectangle erC' et un pointd sur le segmer{tA,B} .
On notez la distanceAC , a la distance deV/ a la droite(BC) et b la distance de/ a la droite
(AC).
Calculer en fonction de, a etb lalongueur de I'hypoténusé B du triangle.

1.b  On considére dans un plan deux couloirs peipelaites de 1 metre de largeur chacun. Une barre
métallique rigide (que nous supposerons sans @&pa)sglisse sur ce plan. On cherche a faire passtr
barre par les deux couloirs.

Quelle est la longueur maximale de la barre qut passer d’un couloir a I'autre ?

2. Un fabriquant de boite de conserves a une comenaihdoit produire des boites cylindriques déumte
V' donné.
Quelles doivent étre les caractéristiques de leel{diameétre et hauteur) pour que le fabriquatisatle
moins de métal possible ?

Partie Il : Théoréme du point fixe

Dans cette partie, on considéfe- [a,ﬁ} un segment non vide di .
Soit f:1— 1 vérifiant, pour toutz € I ettouty €1 la relation :|f(z) — f(y)| < k|z — |
ou k est une constante réelle positive strictementietiée a 1.
On dit que la fonctionf est contractante sur.
l.a  Justifier que la fonctioii est continue suf .
1.b  Justifier que I'équatiorf(z) = x possede une unique solution dur
Celle-ci sera notéeg .
ug €1

2. On considére la suitg:, ) ¥neNu = f(u)’
Pl T n

définie par récurrence paﬁ{

neN

est bien définie pour tout € N .
u, — & <k"uy—¢.

2.a  Montrer que la suitéu, )

neN

2.b  Justifier que, pour toute N,

2.c  Déterminer la limite de la suifg,) .

Partie Il : Fonctions implicites

Dans cette partie, on considére un ouvérhon vide deR?.
Soit f:U — R une fonction de class@" sur U .

On suppose qu'il existe un poift,b) de U tel que f(a,b) =0 et que%(a,b) = 0.
)

On définit enfin une fonctiory :U — R par : g(z,y) =y — flz,y).

of
ay(a,b)

1. Montrer que la fonctioy est de class€" sur U et calculer ses dérivées partiel%g et%.
Z Y

2.a  Montrer qu'il existe un réel> 0 tel que D =[a—r,a+r|x[b—r,b+r| soitinclus dand/ et tel que :

V(z,y)eD, ‘@(I,y) <K et @(a,b)‘+1.
ox ox

gl avec K =
2

dg
Dy (z,y)

2.b  En déduire que, pour to(it,y) € D et tout(z',y)€ D, |g(x,y)—g(x/,y)| < K|zle| .



2.c

2d

3.a

3.b

3.c

En déduire que, pour to(t,y) € D et tout(z,5') € D, |g(z,y)— g(z.y") < %|y —y/].
Etablir I'existence d'un intervallé =[a—o,a +a| (aveca >0) tel quel x[b—r,b+r|CU ettel que :
Vel o) —glab) <.

On pose/ =[b—r,b+r|. Déduire des questions précédentes quir;y) € IxJ , g(z,y)€J ,
puis que, pour tout € I fixé, I'application y — ¢(z,y) est une application contractante sur
Montrer que pour tout € I fixé, il existe un unique; € [b—r,b+r} tel que f(z,y)=0

Ce y sera notép(z) . Que vautp(a) ?

Montrer que pour tout € I et touta’ € I, |p(z) — p(z")| < 2K |z —2/|.

On en déduit que> est continue et nous admettrons quest en fait une fonction de clasge.

Calculer la dérivée sur de I'applicationz — f(z,(z)) sur I .
En déduire I'expression de la dérive§a) en fonction des dérivées partielles fleen (a,b) .

Partie IV : Optimisation le long d’une courbe

Soit f et F deux fonctions réelles définies sur un ouvérde R” et de class€".
On cherche les extrema de la fonctiBnrestreinte a I'ensemblE = {(m,y) eUlf(z,y)= O} .
Une solution de ce probleme sera appelée extreneum ié par la relationf(z,y) =0

1.

la
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Soit (a,b) un point deU tel que f(a,b)=0 et tel queg—f(a,b) = 0.
Y

En vertu de 'étude de la partie Ill, il exisfe=[a—,a+a] et J=[b—r,b+r| (aveca >0 etr > 0)

etp:] —J declasse telle que :IxJ CU etV(z,y)elxJ : f(z,y)=0&y=0(@).
Montrer que s{a, b) est un extremum dé' lié par la relationf(z,y) =0 alors :

S @nS e - an @)=

La reciproque est-elle vraie ?

On suppose maintenant que le pginb) vérifie f(a,b)=0 et %(a,b) =0.

Montrer que I'implication de la question 1V.1.b estcore vraie.

Partie V : Autres exemples

Quel est le triangle rectangle d’aire maximalara un périmetre fixé ?
Quelle est la hauteur d’un triangle isocéleré’anaximale dont le cercle circonscrit est de rayor?



