Parties orthocentriques

Le plan géométrique est supposé rapporté a unaeptronormé&O;u,v) .

On appellgriangle tout ensemble formé de trois points non alignépldn.

Partie | : Orthocentre

1. Soit ABC' un triangle du plan
l.a  Etablir que pour tout poirt/ du plan :
MA-BC +MB-CA+MC-AB=0.

En déduire que les trois hauteurs du triangleC' sont concourantes en
un point H appeléorthocentre de ce triangle.

1.b  Justifier 'existence d’'un cercle unique pasgam les points, B,C .

l.c Soitf2 le centre du cercle défini ci-dessusitle point déterminé par la
relation vectorielle :

OK =QA+QB+QC.

Etablir que K est I'orthocentreld du triangle ABC .
En déduire que les poinf3, H et le pointG , isobarycentre des points
A,B,C , sont alignés.

2. Soit A,B et C' les points de coordonné€k4), (—2,—3) et (4,—1).
Justifier queA, B,C' ne sont pas alignés et déterminer les coordordeses
points Q, H,G définis ci-dessus.

3. Etant donnés deux points et B du plan et un poinf{ , a quelle(s)
condition(s) existe t'il un unique triangle dodt et B en soient sommets
et H orthocentre ?

Partie |l : Partie orthocentrique

Etant donnée une parti& formée de points du plan non tous alignés, ongliea
la partie X estorthocentrique ssi tout orthocentre d’un triangle de pointsXie
appartient ax .

1. Dans cette question, on s’intéresse aux parttescentriques finies.
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Déterminer les parties orthocentriques a 3 éhésn

Soit ABC' un triangle non rectangle €1 son orthocentre.

Montrer que{A, B,C,D} est une partie orthocentrique & quatre éléments
Existe t'il d’autres parties orthocentriquesfiées de quatre points ?
Donner un exemple de partie orthocentrique éeroe cing points ?

Montrer que la réunion de deux droites orthotgmast une partie
orthocentrique.

Soitk un réel non nul eX I'hyperbole d'équationcy =% .
SoitA,B,C,D quatre points distincts d& d’abscisses respectives
a,b,c,d . Montrer queAB et CD sont orthogonaux ssibed = —k7.

Soit A, B,C trois points distincts d&X d’abscisses respectivesh,c .
Montrer queABC forme un triangle et en déterminer I'orthocentre.

Montrer queX est orthocentrique.
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Partie |

En écrivant/B = MA+ AB et MC = MA+AC on obtient

MA-BC +MB-CA+MC-AB=MA-6+AB-CA+ AC-AB=0

Les hauteurs issues de et de B ne sont pas paralleéles car orthogonales
aux droites(BC) et (CA) elles-mémes non paralléles. Séitle point de
concours de ces deux hauteurs. OliA BC = HB-CA =0 donc par la

relation ci-dessusiC-AB =0. Par conséquent{ figure sur la hauteur
issue deC'. Les trois hauteurs sont concourantes.

Les médiatrices des segmejtsB| et [A,C| ne sont pas paralléles car les
droites(AB) et (AC) ne le sont pas. Sof? le point de concours de ces

médiatrices. On A4 =QB etQA=QC donc le cercle de centfe et
de rayonQ2A passe pasi,B,C . De plus si?’ est le centre d’un cercle

passant par,B,C alors)’ est équidistant del, B,C et doncQ’ est a
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lintersection des médiatrices des segméHts3| et [4,C]. Par suite

Q' =Q et le cercle en question est celui de cefitret de rayorf2A .

AK -BC =AQ-BC +(QA+QB+QC)-BC donc

AK-BC =(QB+QC)-(BQ+QC)=QC*—QB?=0.

Ainsi K figure sur la hauteur issue de. De méme pour les deux autres
hauteurs. On peut conclur€ = H .

De la relationQH = QA +QB+QC on tire QH =30G donc les points
Q,G,H sont alignés (dans cet ordre).

AisémentG(1,0).

Les hauteurs issues d& et C' ont pour équations3z —5y =9 et

3+ 7y=5doncK(22/9~13.

Enfin, sachanGS = —%ﬁ{ , on obtient(5/18,1 6).

Si H = A alors il existe une infinité de triangle (rectamgh A ) solution.
Idem si H = B. Supposons désormai$ = A, B .

Le troisieme sommet du triangle cherché est caiaétéomme appartenant
a l'intersection de la droite orthogonald 4H) passant paB et de la

droite orthogonale 8BH) passant pa# .

Si H ¢ (AB) alors ces deux droites n'étant pas parallélete cet
intersection définit un point unique.

Si H € (AB) alors ces deux droites sont paralléles distinetes
I'intersection étudiée est vide.

Finalement, il existe un unique triangle dofitet B sont sommets elf
orthocentre ssH ¢ (AB) .

Partiell

Si une partie orthocentrique est formée des &lgiments (non alignés),
alors l'orthocentre du triangle formé par ces élémmest I'un de ces
éléments. Par conséquent I'orthocentre du triaeiglétant un sommet, le
triangle est rectangle. Inversement, les trois setam’un triangle
rectangle forment bien une partie orthocentrique.
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On vérifie aisément que 8l est I'orthocentre del BC' , triangle non
rectangle, alors) ne figure par sur la réunion des droitesB) , (BC) et

(CA) et que de plust est l'orthocentre deBCD, B est I'orthocentre de
CDA et C estl'orthocentre dDAB . La partie{4,B,C,D} est donc
bien une partie orthocentrique a exactement qéddraents.

Les quatre sommets d’'un rectangle forment amngéeporthocentrique.
Aussi les trois sommets d’un triangle rectangleoaggagnés du pied de la
hauteur issue du sommet rectangle.

Les quatre sommets d’'un carré et son centneefame partie
orthocentrique a cing points.

Pour former un triangle, deux points figurentlaine des droites, l'autre
figure sur I'autre droite qui est alors hauteurtiiangle en question. Par
conséquente, l'orthocentre du triangle appartidatraunion des deux
droites. Celle-ci forme donc une partie orthocejuiei

A(a,k/a), B(,k/b), C(c,k/c), D(d,k/d).

ﬁ[b—a,k(ab)], @[d—c,k(Cd)] donc
a C
2
A5.0p = {b=a)e=d)abed + 1) puis la conclusion.
abed
TB[b—a,M] , R[C—G,M] .
ab ac

A,B,C alignés ssiDet(@ ,ﬁ)z 0 ce qui donne I'équation :
k(b—a)la—c)(b—c)
abe
Soit D le point deX d'abscissed = —k?/abe de sorte quebed = —k2.

=0 qui n'a pas de solution avech,c distincts.

OnaAB-CD=0 doncD figure sur la hauteur issue de.

Mais on a aussd C-BD =0 et BC-AD =0 car toujoursabed = —k. |l
en découle queD figure aussi sur les hauteurs issuesAddet de B .
FinalementD est I'orthocentre du triangld BC' .

Le pointD de I'étude ci-dessus appartienfa.



