Polyndme de Tchebychev et approximation uniforme

On noteR[X| I'espace des polyndmes réels en l'indétermiiéeOn noteR  [X| le sous-espace vectoriel
formé des polynémes de degré inférieura N .

On identifiera polyndme et fonction polynomiale idéf sur[fl,]} .

On rappelle que toute fonction réelfecontinue sw{—l,]} est bornée car continue sur un segment, on canvien

alors de notef f| = sup|f &} dont I'existence dan® est assurée par 'argument précédent.
me[—l,]]

Partie |

Pourn €N, on considéref, :[-1,]— R définie par :
f.(z) = cosf arccos

l.a  Simplifier f,(z), f,(z),f,(z) et fi(z).
Représenter sur un méme graphique ces applications.

1.b  Démontrer que pour tout entier natusehon nul et toutz € [-1,1] :

f;H—l(I) = sz;i (I)_ -f;l—l(x)
1.c  Endéduire qu'il existe un unique polyndffie de IR{[X} tel que :
Vz e [—1,ﬂ I @)=1f &)
CalculerT,,7;,T,, T, et T,.

2.a Quelestledegré d& ?
Quel est son coefficient dominant ?

2.b  Déterminer les racines dé qui appartiennent E}l]]
Combieny en a-t-il ?
Comment justifier que celles-ci sont simples eilquy en a pas d’autres ?

2.c  Etudier la parité du polyn6ni€ en fonction de la parité de I'entier.
3.a  Montrer ;Y8 € R,T (cod) )= cosgf etVlcR,T (chd)= ch@d).
3b Endéduire quezeR : |z[<1e|T, () < 1.

On suppose désormais queest un entier naturel non nul.

4. Résoudre danR I’équation|Tn (:r)| =1. On précisera le nombre de racines distinctes pbsition
relative des racines des équatidi¢z) =1 et 7T, (z) =—1.

1 - o )
—— T, etonnoteP, I'ensemble des polyndmes unitairesBeX| de degré exactement
2n L l

5.  Onposel =
égal an . Il est entendu qué’ € P, .

5.a Calculelﬂf’n || .
On désire établir qué’n est un polynéme d& tel que la quantit#Tn” soit minimale. Pour cela on
raisonne par 'absurde : supposons qu'il exiBtepolyndme appartenant, tel que||P)| <||Tn || .

5b OnposeD =T, —P.Que dire du degré dB ?

5.c  Etudier le signe d@[cos’ﬁ] pour k €{0,1,.. n} et conclure.
n



Partiell

Soit n un entier naturel non nul f,a,....,a, des points deux & deux distincts du segnieftl]. On pose

pour toutk € {0,1,.. n} : L, = H X-a,
=0 —a;
J=k

l.a Quelestledegré de ?

1.b  CalculerL,(a,) pourtoutic {O,1..n}, i=k.
Calculer aussi, (a,) .

1.c  Montrer que la familléL,),_,., forme une base d& [X].

2. On se donne une fonction réefledéfinie sur[—l,]], et on pose :

P= Zi:f(a’k)l’k

Montrer queP est I'unique polyndme d& [ X]| tel que pour tout € {0,1... n} : P(a,) = f(a,). On
dit que P est le polynébme interpolateur de la fonctibraux pointsa,,a.,...,a, .

n

On désire maintenant évaluer la qualité de I'apipnakion réalisée lorsqu’on approche la fonctipmar le
polyndme P défini ci-dessus. Pour cela on suppose fjuest une fonction de clasgé™ et on pose

M., =[[(X—-a).
i=0

3. Soitz €[—1,1. On désire établir 'existence d'upe[—1,1] tel que :

II . (z
o) = Pla) =220 00
3.a Onsuppose € {a,,...,a, } . Etablir le résultat.
3.b  Onsuppose ¢ {ao,...,an} et on introduit la fonctior#” définie par :
F@t)=f@®)—P@)—KII,,(t)

avec K constante réelle choisie de sorte qig) =0.
Justifier I'existence de la constanké et observer qué’ posséde au moins—+ 2 valeurs d'annulation
distinctes. En déduire I'existence d'gre[—1,1 tel que F"*?(¢) =0 et conclure.

P II, .
3.c  En déduire quHaf7P|| SH"JM +1)|| _

4. Comment doit-on choisir les poinig,a,...,a, pour quel|IT, ,,| soit minimale ?



