Primitivation de fonctions périodiques

On considéereE = C°(R,R) le R -espace vectoriel formé des fonctions réelles afiat continues suR .

On introduit les sous-ensembles Hesuivants :
27
» B, formé des fonctiong telles quef f@®)dt=0,
0

« C formé des fonctions constantes,
- P formé des fonction@r périodiques,

» P, formé des fonctiong telles quef € P et j;ZWf(t)dt:O.

l.a  Montrer quek, et C' sont des sous-espaces vectoriels.
1.b  Montrer queE, et C sont supplémentaires dais.

l.c  Montrer queP est un sous-espace vectoriel
1.d Etablir, par umrgument rapide, que P, est aussi un sous-espace vectorieFte

2.a Soitf € E donnée.

27
Montrer quef posseéde une et une seule primiteR — R telle quej; F(t)dt=0.

Nous noterons désormaisf) cette primitive.

2.b L'applicationL: F — E est-elle injective, surjective, bijective ?

3. SoitfeP.
a+2m 2n
3.a Observerqu@aeR,f f(t)dt:j; f@)de .

3.b  Montrer quef possede une primitivér périodique ssif € P,
3.c  Observer que, sitel est le cdgf) € F, .

On note L : P, — P, la restriction deL a F,, puis pour tout» € N*, on pose :L' = Lo Lo...o L (produit an
termes)
La suite de I'étude a pour objectif d’exprimét(f) pour toutf € P,, a I'aide d’'une seule intégrale.

4, On définit par récurrence sure N, des fonctions polynomiales, :[O,Zﬂ — R de la maniére
suivante :
on poseB, :[O, Zﬂ — R la fonction polynomiale constante égale a 1,

puis pour toutn € N, on poseB,

=L(B,).
4.a  ExpliciterB, (t) pourn=1etn=2.
4.b  Montrer quevn eN tel quen>2, B (0)=B,(2r).

5. Pour toutf € P, et toutn € N, on définit une fonctiorp, : R — R par :

veeR, o, (=1 [T 05w +0a.

5.a  Montrer quep, (f) est une fonctior2r périodique.
5.b  Montrerp,(f) = L(f) .
5.c  Etablir que pour tout >1 : ¢, .(f) =, (L(f)).



5.d  En déduire que pour tout>1 ¢ (f)=L'(f) .



