Théoreme de Lucas

Partie | : Parties convexes du plan complexes

Etant donnés:,b € C, on appelle segment d’extrémitéset b , I'ensemble]a,b]={Xa+ 1—- A} /A €[0,1}.

1.

Soita,b € C . Montrer quea,b]=1b,a).

Une partieC' de C est dite convexe ssiVa,b € C,[a,b]C C'.
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Exemples de parties convexes :
Soita,b € C . Montrer quefa,b] est une partie convexe d2.

Soit D ={z € C/|z|<1} . Montrer queD est une partie convexe de.

Deux propriétés :

Soit(C,)

Montrer queC = ﬂq est une partie convexe dg.
iel

SoitC une partie convexe d€ .

Montrer, en raisonnant par récurrence, que :

une famille de parties convexes @e
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Soit A une partie deC et S I'ensemble des parties convexes@econtenantA .
On poseConv(d)= () C.

ceS

pour toutn € N*, tout a,,...,a, € C' ettouth,...,\ >0,0naa= eC

Justifier queConv(A4) est une partie convexe dé contenant4 .
Observer que €' est une partie convexe d& contenantd alors Conv(4d)cC C'.

Ainsi, Conv(4) apparait comme étant le plus petit convexe&_dgui contientA4 , on I'appelle enveloppe
convexe deA .

Soita,b € C et A={a,b}. DéterminerConv(4).

SoitU ={z € C/|z| =1} . DéterminerConv(/ ).

Partie Il : Théoréme de Lucas

Soit P € C[X] un polyndme non constant &},...,a, € C ses racines deux a deux distinctes.

Notons, pour tout € {1n} , o, la multiplicité deq, en tant que racine dB.
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Déterminer les péles de la fraction rauonne}ﬂe ainsi que leurs multiplicités.
» P/ n .
Justifier que— = L,
9 P ; X —a,

Soita une racine du polyndmé&’ qui ne soit pas racine de.

Montrer que & ~(a—a,)=0.
= la—a)
En déduire I'existence de réels posififs..,\, ¢ R™ tel quea_w.

Conclure que les racines @ appartiennent é.‘,onv{al ,a"}, c’est a dire a I'enveloppe convexe de
'ensemble formé des racines de.






